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VIERTE FOLGE. BAND 57. 


1. Theorie der charakteristischen Kurven des 
homogenen Zustandsgebiets und ihr Zusammen- 
hang mit der Thermodynamik adiabatischer 
Expansionen; 
von Léon Schames. 


$ 1. Einleitung: Ziel und Überblick, 


In einer früheren Arbeit!) haben wir die Untersuchung 
der charakteristischen Kurven des homogenen Zustandsgebiets be- 
gonnen; jetzt sollen dieselben von einem umfassenderen Stand- 
punkt aus behandelt und vor allem ihre Theorie entwickelt 
werden ($ 3, 9). Ebenso wie die III. und IV. charakteristische 
Kurve mit der Drosselexpansion zusammenhängt, ist dies 
zwischen der V. und VI. und der Freiexpansion der Fall. 
Während aber die Thermodynamik der Drosselexpansion schon 
bekannt ist und diese hier nur in einer etwas anschaulicheren 
Weise, an Hand einer Figur, abgeleitet werden soll ($ 5), 
wird die Thermodynamik der Freiexpansion — in vollkom- 
mener Analogie zu ersterer — neu entwickelt (§ 6). Durch 
Einsetzen der thermodynamischen Beziehungen in die rein 
thermodynamische Zustandsgleichung einerseits ($ 7) erhält 
diese eine merkwürdig einfache Form, welche für die praktische 
Anwendung sehr geeignet ist, wenn die spezifischen Wärmen 
im Avogadroschen Zustand, sowie die Drossel- und Frei- 
expansionskurven bekannt sind. Andererseits erhält man aus 
den thermodynamischen Beziehungen durch Integration nach 
1/7 (8 8) zwei Formen der Zustandsgleichung, welche uns zu 
Zwei ganz neuen charakteristischen Kurven II. Art führen. 
Auf zwei weitere cbarakteristische Kurven III. Art (§ 10) soll 
hier nur hingewiesen werden, denn sie werden — wenigstens 
vorläufig — für das Gesamtziel, dem Problem der Zustands- © 


| 1) L. Schames, Elster und Geitel-Festschrift ‚p. 287. 1915, im 
folgenden mit I bezeichnet. 
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gleichung, keine so große Bedeutung haben, wie diejenigen 
I. und II. Art. 

Wenn auch in der vorliegenden Arbeit das genannte 
Gesamtziel auf Kosten der speziellen Fragen etwas in den 
Hintergrund tritt, so sind wir ihm doch sicherlich näher ge- 
kommen; dies hoffen wir in einer weiteren Arbeit bald zeigen 
zu können. 


§ 2. Allgemeine Definition der charakteristischen Kurven 
und spezielle Definition derjenigen I. Art. 


Definition I: Charakteristische Kurven sind solche, auf denen 
bestimmte Eigenschaften des Idealgasgesetzes erfüllt sind. 
Definition II: Charakteristische Kurven I. Art sind solche, 


auf denen die Eigenschaften der drei Komponentgesetze des , 
Idealgases erfüllt sind. 
Es sind dies bekanntlich: 
1. das Gesetz von Boyle, 
2. das Gesetz von Gay-Lussac, 
3. das Gesetz von Joule. 

Da wir den größten Wert darauf legen, die weitgehende 
Parallelität, die sich uns im weiteren Verlauf ergibt, von 
vornherein scharf hervortreten zu lassen, so wollen wir die 
drei Komponentgesetze immer in gleicher Form betrachten. 


Die Differentialform können wir entweder schreiben: 
1. Boyle: 


(1) | 2. Gay-Lussac: ( 


3. Joule: 


oder in der Form von Minimumsätzen: 


1. Boyle: ("7"), —0 
(La) 2. Gay-Lussac: (3 
8. Joule: 


wobei J die Enthalpie, U die innere Energie bedeutet. 


m 
7 

, m 
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Theorie der charakteristischen Kurven usw. 
Die Integralform schreiben wir am bequemsten: 
1. Boyle: A(pyry=0, [I 
(2) | 2. Gay-Lussac: 4J7 =0, [IV] 
3. Joule: AU, =0, [VI] 


wobei 4 die Differenz der Werte im betrachteten Punkt gegen 
den Avogadroschen Zustand (p =.0, v = co) bedeutet (vgl. 
auch § 5 und 6). 

Nach Definition II nennen wir also den geometrischen 
Ort, auf welchem eine der Beziehungen (1) oder (2) erfüllt ist, 
eine charakteristische Kurve I. Art. Da die erste Kurve von 
(1) allgemein „Boyle-Kurve“ genannt wird, so dürfte es 
konsequent sein, die beiden anderen „Gay-Lussac-“ und 
„Joule-Kurve“ zu nennen und zwar wollen wir die Gruppe (1) 
von der Gruppe (2) als „differentiale“ bzw. als „integrale‘, 
Kurven unterscheiden.!) Es gibt also sechs charakteristische 
Kurven I. Art; am kürzesten bezeichnen wir sie mit den oben 
in eckiger Klammer beigesetzten römischen Ziffern. 


$ 3. Theoretische Sätze über die charakteristischen 
Kurven I. Art. 
Da die Gleichungen der Gruppen (1) und (2) für den 
Avogadroschen Zustand paarweise identisch werden, so folgt 
ohne weiteres 


Satz 1: Im Avogadroschen Zustand beginnen die charak- 
teristischen Kurven I. Art paarweise gemeinsam; diese Anfangs- 
punkte nennen wir Boyle-Punkt B, Gay-Lussac-Punkt G und Joule- 
Punkt J. 


Schreiben wir die Zustandsgleichung in Reihenentwicklung 
nach Onnes: 


8) 


1) Früher (1. ce. I) hatten wir die integrale Boyle-Kurve aus leicht 
ersichtlichen Gründen „Idealkurve‘“ genannt. Doch tritt bei der jetzt 
vorgeschlagenen Bezeichnung die Parallelität besser zutage. Außerdem 
waren früher die beiden „Gay-Lussac-Kurven“ „Inversionskurven 
des Joule-Kelvin-Effekts genannt worden. Da, wie wir weiter sehen 
werden (§ 6), auch die ,,Joule-Kurven“ Inversionskurven sind, und 
zwar solche der freien, adiabatischen Expansion, so dürfte die Jetzt vor- 
geschlagene ene jedenfalls die einfachere sein. 

21° 
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so sind die Bedingungen 


‚für den Boyle-Punkt: B=0, 
(4) fir den Gay-Lussac-Punkt: = ~ 4 > 
für den Joule-Punkt: 4-0. 


Wir fragen jetzt, .ob sich weitere Schnittpunkte der 
charakteristischen Kurven allgemein theoretisch behandeln 
lassen? Dies ist tatsächlich der Fall. Für die II. charak- 
teristische Kurve können wir nach (2) in anderer Form auch 
schreiben: 

pv=RT, 
und wir wollen diese Kurve zuerst im p, 7-Diagramm der rein 
schematischen Fig. 1 betrachten. Auf ihr hat p jedenfalls ein 
Maximum in M, vielleicht auch, wenn sie etwa über N ver- 


läuft, ein Minimum in O0. Für diese ausgezeichneten Punkte 
muß also sein 


(de 


Da also hierbei (+), =0, so muß 


dv\ _ (00 

(37) p’ 

so daß also in den ausgezeichneten Punkten die Beziehung gilt: 
dv 

(37), —v=0. 
Diese Beziehung ist aber nach (1) gerade die Bedingung fiir 
die III. charakteristische Kurve, so daß also M ein Schnitt- 
punkt der II. und III. charakteristischen Kurve ist. Der Null- 


punkt O hingegen kann kein Punkt der III. charakteristischen 
Kurve sein, denn hier ist ja 


Ov 
5 
©) lim [7 (77), 
also nicht Null, so daß also auch hier p das fragliche Minimum 


nicht besitzt. Die Kurve II kann also nicht etwa von M über 


N nach O verlaufen, sondern etwa über Q. Einstweilen können 
wir aufstellen: 


| 
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Satz 2: Die II. und III. charakteristische Kurve schneiden 
sich einmal, und zwar im Druckmazimum der ersteren. 


n 


“ 


= 


Wegen der Parallelität ist für die IL. und V. charak- 
teristische Kurve ein ähnliches Resultat zu erwarten. Ganz 
analog zu oben bilden wir : 

dv R RT(adp 
Da also » hierbei ein Minimum oder Maximum hat, so muß 


dp\ __[öp 
($5), (35), 
so daß in diesen ausgezeichneten Punkten 
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gilt, welches aber nach (1) die Bedingung für die V. charak- 
teristische Kurve ist. Im Gegensatz zu oben müssen hier aber 
beide möglichen Schnittpunkte auch wirklich auftreten.!) Einer- 
seits gehört der Nullpunkt O beiden Kurven an?), ist also ein 
Schnittpunkt, andererseits muß die V. charakteristische Kurve 
mit verschwindendem Differentialquotienten enden): 

Im 
während das nach oben für die II. charakteristische Kurve 
nicht der Fall ist: 

Im (5). + 


so daß also ein zweiter Schnittpunkt ’Q auftreten muß. Es 
gilt also 

Satz 3: Die II. und V. charakteristische Kurve schneiden sich 
zweimal, und zwar im Dichtemarimum und -minimum der ersteren. 

Da der zweite Schnittpunkt gleichzeitig der Endpunkt ist, 
so gilt auch 

Satz 3a: Die II. und V. charakteristische Kurve enden 
gemeinsam im Nullpunkt (T = 0, p = 0, d = d,). 

Für die normalen Substanzen fallen Q und O sehr nahe 
zusammen, der Druck in Q ist praktisch gleich dem betreffenden 


1) Sie fallen aber zusammen, wenn die V. charakteristische Kurve 
für tiefe Temperaturen mit 7 = 0 identisch wird (vgl. den Nachtrag). 


2) Bag der Nullpunkt ein Punkt der V. charakteristischen Kurve 
ist, d. h. ror p=0, ist ein Resultat, zu welchem auf anderem 


Wege auch P. Debye gelangte (Vortr. über d. kin. Theorie d. Materie, 
Göttingen 1914, p. 36). 


8) Es ist dies der Fall, weil auf der V. charakteristischen Kurve: 


also: 


Da fir 7 = 0 das hei Glied verschwindet, ist hier also 


(SP), 


was nur der Fall sein kann, wenn ($5), = 0 ist, was zu beweisen war. 


| 
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Dampfdruck (= 0). Letzteres gilt auch für die anormalen, 
wie Wasser, aber hier fallen die beiden Punkte weit aus- 
einander, weil es die Temperaturen tun. Wir miissen hiernach 
schließen: die normalen und die anormalen Flüssigkeiten unter- 
scheiden sich nicht etwa durch die Nichtexistenz oder Existenz 
eines Dichtemaximums, wie bisher angenommen, sondern dadurch, 
daß einmal das Dichtemaximum erst sehr nahe beim absoluten 
Nullpunkt der Temperatur, das andere Mal bei gewöhnlichen 
Temperaturen auftritt‘) Von diesem Standpunkt aus ist das 
Auftreten des Dichtemaximums des Heliums bei etwa 2,2° abs., 
dem also praktisch (schematisch) der Punkt Q entspricht, kein 
Ausnahmefall mehr, sondern für alle Substanzen streng 
theoretisch zu erwarten, dies allerdings natürlich nur unter 
der Voraussetzung), daß die V. charakteristische Kurve den 
diskutierten Verlauf hat (vgl. jedoch den Nachtrag). 

Was das Ende der III. charakteristischen Kurve, und 
dann erst recht der I, anbelangt, so kann dies einerseits 
nach (5) für p= 0 nur bei 7>0, andererseits aber 7'< 7, 
liegen. Sie werden also im homogenen Gebiet entweder in 
die Dampfdrucklinie d oder in besonderen Fällen in die 
Schmelzdrucklinie s münden. Im metastabilen Gebiet haben 
sie für uns weiter kein Interesse, während das bei den übrigen 
charakteristischen Kurven, die wir in diesem Gebiet punktiert 
haben, wegen ihrer wichtigen theoretischen Beziehungen wohl 
der Fall ist. 

Es bleibt jetzt noch der Endpunkt der IV. und VI. 
charakteristischen Kurve zu betrachten. Die rein thermo- 
dynamische Zustandsgleichung [l. c. I und weiter unten 
Gleichung (24)] liefert für diese aus ihren Bestimmungs- 
gleichungen (2): lim(pehy = lim 4 Un, 

T=0 T=0 
lim (p = lim . 
T=0 T=0 


1) Es bleibt jedoch insofern noch ein weiterer Unterschied be- 
stehen, als für Substanzen wie H,O die V. charakteristische Kurve einen 
Punkt (35), = © hat und im weiteren Verlauf durch das Gebiet, nega- 


_ tiver Drucke geht. 
2) Eine weitere — stillschweigende — Voraussetzung ist, daß das 
Idealgesetz bis 7 = 0 gültig bleibt. 
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Bei der Betrachtung des ersten Punktes können wir für 
einen Augenblick den Körper als inkompressibel fir 7=0 
annehmen, dann wäre exakt lim AU;y = Z, (Verdampfungswärme 

T=0 


im absoluten Nullpunkt), und es wäre mithin für den End- 
punkt Z der integralen Gay-Lussac-Kurve: 


(6) lim pry = a, 
T=0 
wobei v, zur Abkürzung für lim» steht. Da jedoch der Körper 
T=0, p=0 
tatsächlich bei 7= 0 noch kompressibel ist, so ist einerseits 


lim 4 Ujy < Z,, andererseits aber auch wry <u, so daß sich 
T=0 


diese beiden Korrektionen wenigstens zum Teil aufheben werden 
und die Beziehung (6) mithin. wenigstens sehr angenähert er- 
füllt sein wird (vgl. $ 4). 

Der Endpunkt der integralen Joule-Kurve läßt sich nicht 
so gut festlegen. Aus der im großen und ganzen geltenden 


Analogie zwischen der IV. und VI. Kurve können wir nur 
schätzen 


Ty. 
(7) lim (p vy = lim (po). 
T=0 6 T=0 
Zusammenfassend können wir sagen: 

Satz 4: Die I. und III. charakteristische Kurve münden im 
allgemeinen in die Dampfdruckkurve; im metastabilen Gebiet enden 
die II. und V. im absoluten Nullpunkt (Satz 3a), der Endpunkt 
der IV. ist durch L, [nach (6)] sehr angenühert bestimmt und 
der Endpunkt der VI. schließlich nur durch Analogieschluß (7) 


zu schätzen. Die IV., V. und VI. charakteristischen Kurven enden 
mit verschwindendem Differentialquotienten. 


§ 4. Empirische Resultate über die charakterischen Kurven 
I. Art. 


Die ersten vier charakteristischen Kurven haben wir — 
hauptsächlich im pv,d-Diagramm (1. c. I) und im p,t-Dia- 
gramm !) — einerseits aus der van der Waalschen Zustands- 
gleichung, andererseits aus dem reichlich vorliegenden empi- 


1) L. Schames, Phys. Zeitschr. 18. p. 30. 1917 im folgenden mit 
II bezeichnet. 
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rischen Isothermenmaterial abgeleitet. Dabei war jedoch bei 
der Tangentenkonstruktion für die differentiale Gay-Lussac- 


Kurve ein, allerdings erst bei größeren Dichten fühlbarer, 


- 


f 
i 


© Kohlensäure nach Amagat 


x Äthyläther nach Mack 
e Wasserstoff 


” ” + ” » Bridgman 


Fig. 2. 
Fehler unterlaufen. Während diese Kurve früher nach dem 
Endpunkt d = R hinzuzielen schien, strebt sie in Wirklichkeit 
nach dem Endpunkt d = 2,25, wie dies Fig. 2 nach den Iso- 
thermen Amagats für CO, und Macks?) für Äther veran- 


1) E. Mack, Compt. rend. 132. p. 594. 
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schaulicht. Es tritt also ein Schnittpunkt der II. und IIL 
charakteristischen Kurve auf in Übereinstimmung mit unserem 
theoretischen Satz 2.7) 

Die IV. charakteristische Kurve war früher nur bis pp = 
27 (gestrichelte Linie der Figur) verfolgt worden. Aus den 
Beobachtungen Macks extrapolieren wir jetzt einen Punkt bei 
204,2° C., aus denjenigen Bridgmans?) intrapolieren wir 
(ebenfalls für Äther) die Punkte für 80, 60, 40 und 20° C. 
Wir finden so empirisch für Ather: 


lim (p vy = 33,0, 
t=0 


wobei wir die Kurve — analog wie in Fig. 1 — im meta- . 
stabilen Gebiet bis Z punktiert haben. (Die Stabilitätsgrenzen 
des homogenen Gebiets haben wir in Fig. 2 durch Schraffur 
hervorgehoben.) Benutzen wir nun diesen Wert, um nach Be- 
ziehung (6) Z, zu berechnen, so erhalten wir: 


Z, = 8030 cal./Mol. 


Der obigen Herleitung nach wird dieser Wert nur angenähert 
richtig sein; er stimmt jedoch mit dem von Mündel?) aus den 
Dampfdrucken abgeleiteten 7844 genügend überein. Im 7,p- 
Diagramm liegt demnach der Endpunkt der IV. charakteri- 
stischen Kurve für Äther: 

| bei 7= 0, p = 4650 kg/qem. 


Was nun die V. und VI. charakteristische Kurve anbe- 
trifft, so hatten wir früher (l. c. I) deren Existenz bezweifelt. 
Wenn auch den von Amagat für H, veröffentlichten Zahlen 
gegenüber, wie wir früher ausführten, dieser Zweifel gewiß nicht 
unbegründet war, so will es uns jetzt doch scheinen, daß einer- 
seits die sehr genauen Messungen und Rechnungen Bridgmans 
(l. c.) an der Existenz dieser Kurven kaum mehr Zweifel auf- 
kommen lassen. Von 13 untersuchten Flüssigkeiten fand 
Bridgman in seinem Beobachtungsgebiet von 20—80° C. und 
0—12000 kg/qem für 12 ausgesprochene Minima der inneren 


1) Dementsprechend sind die früher gegebenen empirischen Glei- 
chungen für die II. und III. Kurve (1. ce. II) etwas zu korrigieren. 

2) P: W. Bridgman, Proc. Amer. Ac. of Arts and Sciences XLIX. 
Nr. 1. 1913. 
8) C. F. Mündel, Zeitschr. f. phys. Chem. 85. p. 464. 1913. 
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Energie, für einige Isothermen sogar mehrere Minima, worauf 
wir gleich zurückkommen wollen, so daß also die V. charakte- 
ristische Kurve sicher existiert. Andererseits war für He durch 
die Bestimmungen sowohl von Kamerlingh-Onnes!) als auch 
von Holborn und Schultze?) bekannt, daß B ein Maximum 
aufweist, daß also nach (4) der Joule-Punkt existiert. Beides 
zusammengenommen scheint also empirisch zu bestätigen, daß 
für alle Substanzen die V. (und mithin auch die VL) charakte- 
ristische Kurve existiert, und daß also allgemein die Voraus- 
setzung für die theoretische Schlußfolgerung des vorigen Para- 
graphen erfüllt ist. 


Die graphisch bestimmte Joule-Temperatur des He ver- 

hält sich zu seiner Boyle-Temperatur: 

T; 186 

~ 
Dies Verhältnis darf, wenigstens in erster Annäherung ?), für 
alle Substanzen verallgemeinert werden, so daß man, ausgehend 
von einem Boyle-Punkt (pv); = 9 den Joule-Punkt*) bei 
(pb); = 64 hat, wie wir das in Fig. 2 wiedergeben. 

Nach Satz 3a muß es die Tendenz der V. charakteri- 
stischen Kurve sein, mit abnehmender Temperatur zum Null- 
punkt t= 0, p= 0, d = d, hinzustreben. Der empirische Wert 
für H, nach Amagat°) (p = 730 Atm., v = 0,00206), der aber 


1) H. Kamerlingh-Onnes, Versl. Ak. Wet. Amst. 16. p. 495. 
815. 1907. 

2) L. Holborn und H. Schultze, Ann. d. Phys. 47. p. 1089. 1915. 

3) Aus den kritischen Größen des He, sowie aus der Neubestimmung 
derjenigen des H, (c. nach S. Weber, Ann. d. Phys. 54. p. 459. 1917) 
folgt, daß das Korrespondenzgesetz für diese Stoffe selbst im Avogadro- 
schen Zustand nicht so einfach ist, als es sich für die übrigen aus der 
früheren Arbeit (l. c. I) ergab. Diese beiden Stoffe weichen von den 
übrigen vielmehr im entgegengesetzten Sinne ab, als die assoziierten, 
was mittels „Deviationsfunktionen“ berücksichtigt werden muß. 

4) Wenn auch, wie oben auseinandergesetzt, die V. charakteristische 
Kurve für alle Substanzen existiert, ist es doch von hier aus noch nicht 
ganz sicher, ob auch der Joule-Punkt für alle Substanzen — wie für 
He — im Endlichen auftritt. 


5) E. H. Amagat, Compt. rend. 118. p. 326. 1894. 
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wegen der Vernachlässigung von SR keinen Anspruch auf 


große Genauigkeit hat, sowie diejenigen von Bridgman für 
Äther, die jedenfalls viel genauer sind, zeigen, daß die V. 
charakteristische Kurve im betrachteten Diagramm ein Minimum 
M und ein Maximum N aufweisen muß. Der Äther erweist 
sich hierbei noch insofern als einfach, als seine Isothermen 
nur je ein einziges Minimum von U aufweisen. Das oben 
bereits erwähnte mehrfache Minimum von U läßt sich theore- 
tisch nur so erklären, daß wir es bei diesen weniger einfachen 
Substanzen mit einer Schleifenbildung der V. charakteristischen 
Kurve in der Nähe von N zu tun haben; es muß daher auch 
mit der Möglichkeit einer Spitze in N gerechnet werden, einem 
Fall, der bei Wasser tatsächlich aufzutreten scheint, und der 
auch bei Äther nicht ausgeschlossen ist (vgl. Fig. 2). Als 
empirische Regel scheint zu gelten, daß die Schmelzdrucklinie 
durch das Maximum der V. charakteristischen Kurve geht (vgl. 
Figg. 1 und 2). Im metastabilen Gebiet fällt die V. charak- 
teristische Kurve dann schnell auf ihren theoretischen Endwert. 
Um auch hier den doppelten Schnittpunkt (Satz 3) mit der II. 
charakteristischen Kurve zeigen zu können, haben wir die sonst 
maßstäbliche Fig. 2 in der Gegend des theoretisch wich- 
tigen, im vorigen Paragraphen abgeleiteten Dichtemaximums 
in Q schematisch stark übertreiben müssen, da im richtige 
Maßstab der Figur Q und O praktisch ganz mit der Nullinie 
zusammenfallen. 

Bemerken wollen wir noch, daß die Bedingung der V. 
charakteristischen Kurve die thermodynamisch differential de- 
finierte Attraktionsgröße !) 4 = 0 gibt, wobei: 


4 0 2 
8) 
' während die thermodynamisch integral definierte Attraktions- 
A 
größe a: 


(9) of —p|dvz 
auf der VL dsisstahhiie Kurve Null wird. 


1) M. Reinganum, Phys. Zeitschr. 2. p. 243. 1901. 


| 
‘ 
‘ 
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Mittels der letzteren Beziehung finden wir durch graphische 
Integration aus den Amagatschen Zahlen einen Punkt der 
VI. charakteristischen Kurve bei p = 2200 Atm., v = 0,001 14. 
Von diesem Amagatschen Punkt gilt dasselbe wie von dem 
vorigen. 

In Parallelität mit der IV. dürfen wir erwarten, daß die 
VI. Kurve anfänglich nahe horizontal verläuft, um sich dann 
stark nach oben zu biegen, wie wir-das in der Figur ange- 
deutet haben. Bleibt die Parallelität auch weiter bestehen, so 
können wir mittels (7) den Endpunkt der VI. charakteristischen 
Kurve bei p ~ 530 (v ~ !/,) schätzen, d. h. also bei p ~ 
19500 kg/gem. Die Messungen Bridgmans gehen nur bis 
12000 kg/qem, aber sie lassen doch ersehen, daß sich ihnen 
dieser Grenzwert zwanglos anschließt. 


$5. Thermodynamik der Drosselexpansion und ihr Zusammen- 
hang mit den Gay-Lussac-Kurven. 
Von der Kelvinschen Grundgleichung für den differentialen 
Kühleffekt ausgehend: 


10) 


wobei 4 das mechanische Wärmeäquivalent ist, bietet es keine 
Schwierigkeit, die vollständigen thermodynamischen Beziehungen 
der Drosselexpansion abzuleiten, wie dies Plank?) unlängst 
getan hat, und wie hier auf einem etwas anderen Weg ge- 
schehen soll. 

Integration von (10) entlang der Isenthalpen (Drossel- 
kurve)?) ergibt: 


(11) fe an (3 


und die Si Abkühlung bis zum Avogadro schen Zustand 
(daher der Index 4) wird: 


P 


(12) 1- 1-4 "ap 


Cp 
0 
1) R. Plank, Phys. Zeitschr. 17. p. 521. 1916. 
2) Die bei der Integration konstant zu haltende Größe haben wir 
dem Differential als Index beigesetzt. 
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Dies Integral längs der Isenthalpen steht mit dem betreffenden 
Integral längs der Isothermen in einem einfachen Zusammen- 
hang, was man sehr anschaulich aus der schematischen Fig. 3 
erkennt. Wählen wir hier z=p und y =d, so stellt PA die 
integrale Abkühlung beim Drosselvor- 
gang bis zum Avogadroschen Zu- 
stand (,=p4=0), also AT, vor, 
während PB die isotherme Änderung 
der Enthalpie Jr ist. In dem be. 
trachteten Interval (7' bis 7',) sei c,, 
konstant, also 4 B eine Gerade; dann 
ist: 


PAnw 


CDA 


Cp 


In (12) eingesetzt, ergiebt dies: 


(14) ar, = —»|dpr= 4 
0 


Nach (10) und (14) stehen die beiden Gay-Lussac-Kurven 
also mit der Drosselexpansion in direktem Zusammenhang, 
indem auf der differentialen &, auf der integralen A7', Null 
ist, „woher ja ihre gebräuchliche Bezeichnung „Inversionskurven 
des Joule-Kelvin-Effekts“ stammt. 

Betrachten wir weiter in Fig. 3 eine differentiale Ände- 
rung (punktiert) und ziehen durch P die Parallele PH zu 4B, 
so verhält sich: 

QH:PF=Q6:GF. 
Nun ist einerseits: 
G F = Coa dT 
und: 

andererseits ist: 

PF OT |,’ 


2 y 
Fig. 3. —ı 
also: 
} 
; | 
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das Minuszeichen rührt daher, weil wir hier immer die „Ab- 
kühlung“ betrachten — so daß auf diesem Wege die Linde- 
sche!) Gleichung folgt: 


(15) 


SchlieBlich por aus (10) durch partielle Differentiation 
nach 7 (vgl. Plank, 1. c.): 


(ar), (3) 
oT op )s 
oder integriert: 


e da 
(16) In ($F Pr: 
0 


Da diese Gleichung schon von Kirchhoff?) — allerdings 
nur für eine spezielle Funktion — abgeleitet wurde, so möchten 
wir für sie an Stelle der bisher gewählten die Bezeichnung 
Kirchhoff-Davissche Gleichung in Vorschlag bringen. 


§ 6. Thermodynamik der freien, adiabatischen Expansion und 
ihr Zusammenhang mit den Joule-Kurven. 

Während die thermodynamischen Beziehungen des vorigen 
Paragraphen bekannt sind, und höchstens die geometrische 
Ableitung neu ist, kommen wir jetzt zu ganz analogen Be- 
ziehungen, die aber in der Literatur noch nicht erwähnt zu 
sein scheinen. 

Bei der freien, adiabatischen PRIOR wird keine äußere 
Arbeit geleistet, also: 

dA=0, 
und da bei adiabatischem ProzeB ja allgemein: 
dA=dU, 
so ist also auch: 
dU=0 


1) ©. v. Linde, Sitzungsber. d. bayr. Ak., math,-phys. Kl., 27. 
p. 485. 1897. 

2) G. Kirchhoff, Vorl. über die Theorie der Wärme. Leipzig 
1894. p. 87. 
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oder in Worten: Die freie, adiabatische Expansion verläuft also 
isenergisch. Die dabei auftretende differentiale Abkühlung 
beziehen wir — um in strenger Parallelität mit oben bleiben 


zu können — auf die Dichte d a =, so daB also: 


Op 
oder mittels (8) bequemer geschrieben: 
(17a) 
Integration entlang der Isenergen ergibt: 
d 
(18) e,dTy=A| addy 


und die integrale Abkühlung bis zum Avogadroschen Zustand 
wird also: 


d 

äddu 

(19) AT,=A4|- 
J 


ey 


In Fig. 3 wählen wir jetzt x =d (also 7; = dg = 0) und 
y = U, dann ist: ; 


d d 
1 4 
(20) == faddy. 
0 0 
In (19) eingesetzt, ergibt dies: 
d 
| 
(21) Aly= [addy 


0 

Nach (17) und (21) stehen also die beiden J oule-Kurven 
mit der Freiexpansion in direktem Zusammenhang, indem auf 
der differentialen A, auf der integralen 47, Null ist, so dab 
wir diese Kurven auch als „Inversionskurven der adiabatischen, 
freien Expansion“ bezeichnen können. 


Aus Fig. (3) ergibt sich dann weiter die der Lindeschen 
Gleichung vollkommen analoge: 


OAT, 
(22) 


» 


ind 


ind 
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und schlieBlich die der Kirchhoff-Davisschen analoge: 
a 
88 
($5), 
0 


$ 7. Entwicklung der rein thermodynamischen 
Zustandsgleichung. 


Früher (1. c. I) hatten wir die rein thermodynamische 
Zustandsgleichung etwas umständlich abgeleitet; sie ergibt sich 
einfach durch Subtraktion der thermodynamischen Definitions- 
gemnagen für die Enthalpie und die innere Energie: 


24) J-U=po= af p| dep. 


Jetzt erhalten wir hieraus durch Einsetzen von (14) und (21): 


(23) 


wobei — wie schon oben bemerkt — vorausgesetzt ist, daß 
von der Anfangstemperatur 7 bis zu den Endtemperaturen 7, ; 
bzw. 7, u die spezifischen Wärmen im Avogadroschen Zu- 
stand konstant sind. Würde diese Voraussetzung bis 7 = 0 
ausgedehnt werden dürfen, so wäre: 
pe =epa(T — AT) — — AT)= Ta, 5 — valıv: 
Da diese erweiterte Voraussetzung aber im allgemeinen 
nicht statthaft ist, so wird statt letzterer Gleichung allgemeiner 
zu setzen sein: 


T4,J T4,u 
(26) pv= - 
v 


1) Diese Integrationskonstante wird meistens unbestimmt gelassen; 
geht man von J bzw. U des flüssigen Zustands für 7’ = 0 aus, so sieht 
man ohne weiteres, daß ihr alsdann der im Text gegebene. Wert zu- 
kommt. 


Annalen der Physik. IV. Folge. 57. 


22 
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Diese souderbar einfache Form der rein thermodyna- 
' mischen Zustandsgleichung enthält also nur die spezifischen 
Warmen im Avogadroschen Zustand und die Endtemperaturen, 
die bei der Drossel- bzw. der Freiexpansion — beidesmal 
bis zum Avogadroschen Zustand — erreicht werden. Man 
überzeugt sich leicht, daß das Idealgasgesetz, wie es sein muß, 
als Grenzgleichung hervorgeht, denn für dieses sind ja beide 
Abkühlungen Null, so daß dabei 7, ,= 7, 7 =T wird. 

Praktisch sehr bequem wird Gleichung (26) bzw. (25), 
wenn außer den spezifischen Wärmen im Avogadroschen 
Zustand die Drosselkurven (J = konst.) und die Freiexpansions- 
kurven (U = konst.) gegeben sind. Ein »,7-Diagramm mit 
Drossel- und Freiexpansionskurven wäre also einerseits zur 
Berechnung von v, andererseits aber auch für andere — vor- 
wiegend technische — Probleme!) sehr zweckmäßig, und es 
liegen ausreichend experimentelle Daten vor, ein solches zu 
konstruieren. Um seine Benutzung zu veranschaulichen, haben 
wir in unserer schematischen Fig. 1 für den Punkt P mit den 
Koordinaten p, 7 die Drosselkurve strichpunktiert und die 
Freiexpansionskurve gestrichelt wiedergegeben; deren Fub- 
punkte sind also 74, bzw. 7, y, und man braucht dann nur 
die Differenzen letzterer gegen 7 zu nehmen, um v zu be- 
rechnen. 
§ 8. Zwei andere Formen der Zustandsgleichung und hieraus 
folgende Definition zweier charakteristischer Kurven II. Art. 

Plank (l. c.) hat darauf hingewiesen, daß man aus der 
integralen Abkühlung bei der Drosselexpansion, A7,, folgende 
Zustandsgleichung ableiten kann: 

T 
v OAT, 1 

wobei wir hier die äußere Form etwas vereinfacht und präzi- 
siert haben. Mit anderen Worten heißt das: Kennt man die 
integrale Abkühlung 4 7',, so kennt man durch deren partielle 


Differentiation nach p — nach Gleichung (14) — auch 7 (53), =a 


1) Vor allem auch wegen der Möglichkeit, aus einem solchen 


Diagramm direkt die differentialen und integralen Abkühlungen ent 
nehmen zu können. 


1 


mo 
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und hieraus durch Integration nach 1/7 entlang der Isobaren 
auch v/7' bis auf eine Integrationskonstante f(p). 

Ganz analog kann man nun auch aus der integralen Ab- 
kühlung bei der Freiexpansion, A7,, eine weitere Zustands- 
gleichung ableiten, nämlich durch partielle Differentiation von 
(21) nach d und darauffolgende Integration nach 1/7: 


T 


Mit anderen Worten: Kennt man (aus 47, oder aus 
anderen Beziehungen) 4, so kann man durch Integration 
nach 1/7 entlang der Isochoren p/7 berechnen, bis auf eine 
Integrationskonstante /(d). 

Die Zustandsgleichungen (27) und (28) vereinfachen sich 
in den ausgezeichneten Fällen, in denen die Integrale ver- 
schwinden. Dies ist einerseits beim Idealgas, andererseits aber 
auch auf gewissen Kurven des Zustandsgebiets der Fall. Da 
also auf letztere die allgemeine Definition I zutrifft, wollen wir 
sie als „charakteristische Kurven II. Art“ bezeichnen; ihre 
Numerierung wollen wir aber im Anschluß an diejenigen I. Art 
fortlaufend durchführen. Die Integrale in (27) und (28) können 
wir nach (14) und (21) auch anders schreiben, so daß wir 
also haben 

Definition III: VII. charakteristische Kurve: 


VIII. charakteristische Kurve: 


1 
Der Vergleich dieser Integrale mit denjenigen, die bei 
den charakteristischen Kurven I. Art auftreten, zeigt eine 
gewisse Analogie zwischen der Grenze der letzteren, p = d=0, 


und derjenigen der ersteren, 7= co). Von diesem Standpunkt 


1) Ebenso wie die Linie p=d=0 einen Zweig der integralen 


char. Kurven I. Art darstellt, stellt die Linie 7 = © einen weiteren Zweig 
der VII. und VIII. char. Kurve dar. 
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aus gewinnt der alte Ausdruck „ein Gas ist um so idealer, 
je höher seine Temperatur ist“ eine gewisse Berechtigung, 
Ähnliches gilt für die von Kamerlingh-Onnes gewählte Ent- 
wicklung der Virialkoeffizienten nach Potenzen von 1/7. 

Um den Anschluß der Gleichung (27) an das Idealgas- 
gesetz zu erhalten, hat Plank die Integrationskonstante 


fip) = R gesetzt. Die charakteristischen Kurven, die aber 


aus der so erhaltenen Zustandsgleichung folgen, stehen in 
schroffem Widerspruch mit der Erfahrung, worauf wir zuerst 
hinwiesen (1. c. II); e» muß also in der von Plank erhaltenen 
Zustandsgleichung ein Fehler stecken. Dieser Fehler liegt in 
der Integrationskonstanten, wie Jakob!) als Erster richtig 
erkannt hat. Aber auch dieser Forscher ist sich über die 
hier obwaltenden Verhältnisse noch nicht ganz klar, denn er 
spricht von zwei Verbesserungsmöglichkeiten der Plankschen 
Zustandsgleichung. Entweder solle man 


1. die Integrationskonstante f(p) = F 9 erweitern, dab 


die Zustandsgleichung richtig wird, was an Hand einer Formel 
für die empirische Isotherme möglich sei’), oder 


2. solle man die Planksche Integrationskonstante /(p)= 


ungeändert beibehalten, müsse dann aber der Beziehung für 
AT, eine solche Form geben, daß die Kurve, die wir hier 
VII. charakteristische Kurve genannt haben, mit der II. charak- 
teristischen Kurve identisch würde. 

Eine solche Willkürlichkeit ist nun aber ganz aus- 
geschlossen, nur einer der beiden Wege kann gangbar sein. 
Entweder ist die VII. charakteristische Kurve mit der II. streng 
theoretisch identisch, oder sie ist es nicht. Im ersteren Fall 
wäre die Planksche Integrationskonstante streng richtig, im 
zweiten wäre sie falsch. 


1) M. Jakob, Physik. Zeitschr. 18. p. 421. 1917; Forsch.-Arb. auf 
d. Geb. d. Ing. Heft 202. 

2) M. Jakob geht diesen ersten Weg, der sich im folgenden Para- 
graphen als der prinzipiell richtige erweist; aber er begeht dabei einen 
— wenn auch nicht sehr bedeutenden — so doch prinzipiellen Fehler, 
der eine Reihe systematischer Abweichungen seiner charakteristischen 
Kurven sowohl, als auch seiner Zustandsgleichung bedingen muß. Wir 
werden demnächst ausführlicher hierauf zurückkommen. 
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Um diese Frage zu entscheiden, müssen wir auf die 
charakteristischen Kurven II. Art näher eingehen. 


§ 9. Theoretische Festlegung der charakteristischen 
Kurven II. Art. 


Um die Anfangspunkte der charakteristischen Kurven II. Art 
im Avogadroschen Zustand festzulegen, gehen wir von Gleichung (3) 
aus, die wir dabei nach dem zweiten Glied abbrechen und 
umformen dürfen zu 


Hieraus folgt: 


oder 


Auf der VII. charakteristischen Kurve soll alsdann nach 
(29) das bestimmte Integral über dem linken Term nach 1/7 


Null sein; dies ist der Fall, wenn 4 = 0, also wenn B= 0. 


Das ist aber nach (4) die Bedingung fiir den Boyle-Punkt; 
also gilt 

Satz 5: Die VII. charakteristische Kurve beginnt im Boyle- 
Punkt. 


Analog ergibt sich 


Auf der VIII. charakteristischen Kurve muß nach (30) 
das bestimmte Integral über 4 nach 1/7 Null sein, dies ist 
hierbei der Fall, wenn 

Mithin gilt: 

Satz 6: Die VIII. charakteristische Kurve beginnt in dem 
Punkt, in welchem der II. Virialkoeffizient den gleichen Wert hat, 
wie fur T= co. 
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Letzterer Wert, B,, ist für das Zustandsproblem von 
größter Wichtigkeit; er konnte bisher noch nicht theoretisch 
festgelegt werden. Dies wird hier möglich, wenn wir bedenken, 
daß die Integrationskonstanten von (27) und (28) geschrieben 
werden können 


(31) == + 


(32) f@=kd+y), 
wobei wegen des Anschlusses an das Idealgasgesetz 


90 = Yo = O. 
Es beginnt also nicht nur die VII., sondern auch die VIIL 
char. Kurve in B und es gilt analog zu Satz 1: 

Satz 7; Im Avogadroschen Zustand beginnen die char. 
Kurven II. Art gemeinsam ein Boyle-Punkt; nach Satz 6 ist 
alsdann für T = 00 der II. Vizialkoeffizient B, = 0. 

Was die Endpunkte der charakteristischen Kurven II. Art 
anbelangt, so können wir folgende allgemeine Überlegung an- 
stellen: Je tiefer die Temperatur ist, desto mehr dehnen sich 
die Integrale, die ja nach Definition III über 1/7 zu erstrecken 
sind ins Unendliche, und die Definitionsgleichungen können 
dann für sehr tiefe Temperaturen schließlich nur noch erfüllt 
werden, wenn die Integranden selbst Null werden. Letzteres 
ist aber auf der III, bzw. der V. charakteristischen Kurve der 
Fall, so daß also gilt 

Satz 8: Die VII. (bzw. VIII.) charakteristische Kurve endet 
gemeinsam mit der III. (bzw. V.). 

Nach diesen theoretischen Sätzen sind die charakteristi- 
schen Kurven II. Art in die Figg. 1 und 2 schematisch (ge- 
strichelt) eingetragen. 

Als Ergebnis haben wir, daß die VII. charakteristische 
Kurve zwar im gleichen Punkt wie die II. beginnt, aber ge- 
meinsam mit der IIL endet. Die VII. charakteristische Kurve 
ist also nicht mit der II. identisch.  Mithin ist die Planksche 
- Integrationskonstante und der zweite Jakobsche Verbesserungs- 
vorschlag nicht richtig; nur dessen erster Vorschlag ist prin- 
zipiell durchführbar (vgl. Anmerkung 2 auf p. 340). 

Da wir früher die charakteristischen Kurven L Art nach 
der van der Waalsschen Zustandsgleichung bestimmt haben 


342 
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(. e. I. und IL), wollen wir das jetzt auch mit denjenigen 
II. Art tun. Ebensowenig wie die V. und VI. kennt die van 
der Waalssche Gleichung allerdings die VIIL, weil nach ihr 
ja dw = konst. Es bleibt also nur noch die VII. zu behandeln. 
Für diese erhalten wir im pv, d-Diagramm: 


pp=9— */,d(1 + Dd), 
oder im tt, p-Diagramm: 


- V 
Rt = 5,50 + 3,50]/ 1 G10" 


Man iiberzeugt sich leicht, daB diese Gleichungen den theo- 
retischen Sätzen 5 und 8 genügen. 


§ 10. Zwei charakteristische Kurven III. Art. 


Schließlich wollen wir noch zwei weitere Kurven erwähnen, 
die auch unter die allgemeine Definition I der charakteristischen 
Kurven fallen und die wir deshalb solche III. Art nennen 
möchten. Regnault!) hatte geglaubt, daß der Ausdehnungs- 


koeffizient (57), linear von der Temperatur abhänge, Young ') 
hatte in früheren Jahren vermutet, daß das gleiche mit dem 


Spannungskoeffizient (35), der Fall sei. Wir wissen heute, 


daB beides im allgemeinen nicht gilt, daB es aber bestimmte 
Kurven — eben die charakteristischen Kurven III. Art — gibt, 
auf welchen diese Gesetze erfüllt sind. Wir möchten deshalb 
für diese die spezielle Benennung Regnault-, bzw. Young- 
kurve in Vorschlag bringen. Wir haben deshalb: 

Definition IV: Regnault-Kurve: 

(Zr), = 0 oder auch ra = 0, [IX] 
Young-Kurve: 


letzteres wegen der bekannten thermodynamischen Beziehungen. 
Wie schon in der Einleitung bemerkt, sind die charakte- 
ristischen Kurven III. Art fiir das allgemeine Zustandsproblem 


ne dc, 
= (0) oder auch =0, [X] 


1) Vgl. O. D. Chwolson, Lehrbuch d. Phys. III. p. 237, 801. 
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von geringerer Bedeutung, als diejenigen I. und II. Art. Wir 
wollen deshalb hier nicht näher auf sie eingehen, wollen aber 
noch erwähnen, daß die Young-Kurve in einem, allerdings 
nicht sehr ausgedehnten, p,v-Diagramm bei Kamerlingh- 
Onnes und Keesom'!) eingezeichnet ist. Die Bridgman- 
schen Messungen (I. c.) würden eine große Erweiterung dieses 
Gebiets zulassen; es ergibt sich aber aus ihnen nicht nur eine 
große Kompliziertheit der charakteristischen Kurven III. Art, 
sondern auch eine starke Abhängigkeit von der Substanz. 


$11. Tabellarische Übersicht über die charakteristischen Kurven. 


Zum Schluß seien die Definitionsgleichungen der hier be- 
handelten charakteristischen Kurven übersichtlich zusammen- 
gestellt, wobei wir einige leicht verständliche, kalorische Be- 
ziehungen ergänzen, bei denen gesetzt ist: 


Cy A 


Cu A 


(Vgl. nebenstehende Tabelle.) 


= 


§ 12. Zusammenfassung der Resultate. 


1. Es werden die charakteristischen Kurven von einem 
umfassenden Standpunkt aus im allgemeinen und 3 verschie- 
dene Arten derselben im speziellen definiert. 

2. Es werden streng theoretische Sätze abgeleitet über An- 
fangs-, Schnitt- und Endpunkte der charakteristischen Kurven. 

3. Die empirischen Resultate sind — wie es sein muß — 
in Übereinstimmung mit den theoretischen Sätzen. Aus den 
Messungen von Bridgman schließen wir, daß die V. charak- 
teristische Kurve für alle Substanzen existiert. 

4. Die schon bekannte Thermodynamik der Drossel- 
expansion, die mit den Gay-Lussac-Kurven zusammenhängt, 
wird auf einem anschaulichen Weg geometrisch abgeleitet. 

5. Auf dem gleichen Weg wird die Thermodynamik der 
freien, adiabatischen Expansion zum ersten Male entwickelt 
und ihr Zusammenhang mit den Joule-Kurven gezeigt. 


1) H. Kamerlingh-Onnes und W. H. Keesom, Encykl. d. math. 
Wiss. V. 1. X., Fig. 18, 
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6. Durch Einsetzen der so gewonnenen thermodynamischen 
Beziehungen in die rein thermodynamische Zustandsgleichung 
wird diese in eine merkwürdig einfache Form überführt, die 
für die Praxis die Konstruktion eines p,7-Diagramms mit 
Drossel- und Freiexpansionskurven als sehr zweckmäßig, so- 
wohl für die Bestimmung des Volumens, als auch der diffe- 
rentialen und integralen Abkühlungen, nahelegt. 

7. Durch Integration nach 1/7 erhält man aus den thermo- 
dynamischen Beziehungen zwei weitere Formen der Zustands- 
gleichung, die auf zwei neue charakteristische Kurven II. Art 
führen. 

8. Diese charakteristischen Kurven II. Art werden theo- 
retisch festgelegt und es wird gezeigt, daß die VII. charak- 
teristische Kurve nicht mit der II. identisch sein kann, was 
Jakob für möglich hielt. 

9. Schließlich werden zwei charakteristische Kurven 
II. Art kurz besprochen. 


Zum Schluß sei darauf hingewiesen, daß man aus vor- 
liegender Arbeit wichtige Schlüsse auf das allgemeine Zustands- 
problem ziehen kann, vor allem aus dem Verhalten der thermo- 
dynamisch definierten Attraktionsgröße und des II. Virial- 
koeffizienten. Das wichtige Resultat, das letzterer fir 7 =o 
Null wird, wenn der Joulepunkt im Endlichen liegt, hoffen wir 
bald sowohl an Hand des experimentellen Materials als auch 
von molekulartheoretischen Betrachtungen aus zu erörtern. 


Frankfurt a.M., 28. Juni 1918. 


(Eingegangen 1. Juli 1918.) 


Nachtrag bei der Korrektur: Satz 8 und mithin auch die Schlub- 
folgerung auf p. 327 sind unter der Voraussetzung abgeleitet, daß der zum 
Nullpunkt hinzielende Zweig der V. charakteristischen Kurve nicht mit 7=0 
zusammenfällt, ebenso Satz 7 unter der Voraussetzung, daß ihr Anfangs 
punkt J im Endlichen liegt. Beide Voraussetzungen gleichzeitig werden 
aber nur für He erfüllt, die erste Voraussetzung allein auch von Sub- 
stanzen wie H,O. Deshalb gilt nur für He: Bo = 0, und nur für He 
und Substanzen wie 2,0 tritt ein Dichtemaximum auf. 
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2. Experimentelle 
Untersuchungen der Réntgenspektra, M-Reihe; 
von W. Stenström. 


1. Einleitung. 


Die X- und Z-Reihen der Röntgenspektra sind jetzt ziem- 
lich wohl ausgeforscht worden, wie es aus dem „Bericht über die 
Röntgenspektra der chemischen Elemente“ von M. Siegbahn?) 
hervorgeht. Daß es aber mehrere Reihen geben möchte, hat 
schon C. G. Barkla?) angegeben. Aus den Resultaten seiner 
Absorptionsmessungen gelangt er zu der Folgerung, daß es 
wahrscheinlich eine M-Reihe und möglicherweise auch weitere 
Reihen gibt. — Da diese Strahlungen aber auch für Elemente 
hoher Ordnungszahlen sehr weich sein müßten, wäre es nur 
durch Benutzung von Vakuumspektrographen möglich sie aus- 
zuforschen. 

Um eventuelle Linien von größeren Wellenlängen als die 
der Z-Reihe zu entdecken unternahm M. Siegbahn 1916 
eine photographische Untersuchung über das Spektralgebiet 
4-2 A. bis 4=10 A. für Uran, dessen vorher gefundene 
größte Wellenlänge 1,066 A. (/-Linie) betrug. Er erhielt einige 
neue Linien zwischen A = 2,9 und 4,0 Ä., welche deutlich der 
vorhergesagten M-Reihe angehörten. Einige Aufnahmen bei den 
nächstliegenden Elementen innerhalb der entsprechenden Spek- 
tralgebiete, die ich auf Veranlassung von M. Siegbahn machte, 
ergab die Möglichkeit die neue Reihe zu verfolgen, und ihre 
Realität sicherzustellen.?) 

Mit den damals benutzten experimentellen Anordnungen 
war es sehr schwierig gute Photogramme von Linien solcher 
langen Wellen zu erhalten, und beim Weiterverfolgen der Reihe 


1) M. Siegbahn, Jahrb. d. Radioakt. 1916. 
2) C. G. Barkla, Phil. Mag. 22. p. 408. 1911. 
8) M. Siegbahn, Verh. D. Phys. Ges. 18. p. 278. 1910. 
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müßten die Schwierigkeiten noch größer werden. Darum war 
es notwendig bessere Methoden auszuprobieren, was sich als 
eine zeitraubende Arbeit erwies, die aber erfolgreiche Resul- 
tate ergab. 


2. Grundrisse der Versuchsanordnungen. 


Die Spektroskopierungsmethode war dieselbe, welche seit 
längerer Zeit im hiesigen Institute benutzt worden ist (vgl. M. 
Siegbahnl.c.). Ein Rohr mit herausnehmbarer Anode wurde 
mittels eines Aggregats von Molekular- und Kapselpumpe eva- 
kuiert. Es war mit einer Ansatzröhre versehen, die in einem 
entsprechenden Teil des Vakuumspektrographen eingesteckt und 
mit Pizein festgekittet worden war. Die Anode konnte mit 
der zu untersuchenden Substanz bedeckt werden, wodurch die 
charakteristische Strahlung direkt im Rohre erregt wurde. Sie 
gelangte dann durch die Ansatzröhre und einen engen Spalt 
in den Spektrographen hinein, wo sie vom Kristalle gegen die 
Platte reflektiert wurde, welche in einer Kasette mit Blei- 
schutz eingebracht war. Während der ganzen Zeit des Unter- 
suchens habe ich mich desselben Vakuumspektrographen be- 
dient, der früher von M. Siegbahn und E. Friman benutzt 
und beschrieben worden ist.!) 


3. Verbesserungen der Versuchsanordnungen. 


Um ein geeignetes und effektives Rohr zu erhaltem habe 
ich mehrere von verschiedenen Konstruktionen versucht, wobei 
auch die Betriebseinrichtungen variiert wurden. Die Anoden- 
teile sämtlicher Rohre waren wie die früher hier benutzten 
gebaut.) Anfangs benutzte ich gewöhnliche Kathoden, wobei 
der Hochspannungsstrom vom Induktor mit Rotaxunterbrecher 
geliefert wurde. Die für den Betrieb notwendige Spannung 
war indessen unnötig groß um die M-Strahlung zu erregen, 
während die Stromstärke nur einige Milliampere erreichte. Die 
hohe Spannung war sehr unangenehm störend, weil dadurch 
die Eigenfrequenzen der Verunreinigungen erregt wurden und 
sich als Linien höherer Ordnungen auf die Platten aufzeich- 


1) M. Siegbahn u. E. Friman, Phys. Zeitschr. 17. p. 176. 1916; 
Phil. Mag. 32. p. 494. 1916; E. Friman, Diss. Lund. 1916. 
2) M. Siegbahn, |. e. 
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neten. Eine Möglichkeit diesen Ungelegenheiten zu entgehen 
erbot sich durch Benutzen von Glühkathode und hochtrans- 
formiertem Wechselstrom. Von M. Siegbahn und Verfasser 
wurden auch einige dafür geeignete Rohre konstruiert. Das 
zuerst benutzte Rohr ist schon beschrieben worden.!) Sowohl 
Kathode als Anode waren, wie für sämtliche folgende Rohr- 
typen, an Glasschliffen befestigt, so daß man sie leicht heraus- 
nehmen konnte. Als Elektronenerzeuger diente eine Wehnelt- 
kathode, welche mittels einer Akkumulatorenbatterie geheizt 
wurde. Der Hochspannungsstrom wurde so erzeugt, daß der 
von einem Einankerumformer kommende Wechselstrom mittels 
eines Öltransformators bis maximal 10000 Volt auftransfor- 
miert wurde. Er passierte dann einen an die Achse des Um- 
formers montierten Gleichrichter und wurde somit in pulsieren- 
dem Gleichstrom verwandelt, was beinahe eine Verdopplung 
des Nutzeffektes bedeutete. Während des ganzen Betriebes 
wurde das Rohr so gut wie möglich evakuiert. Erst wenn die 
gewünschte Spannung nicht mehr ausreichte um Stromdurch- 
gang zu gestatten, wurde der Heizstrom eingeschaltet. Mittels 
Magneten konnte das Elektronenbündel wie gewünscht gegen 
die Anode gerichtet werden. Sowohl Anode als Kathoden- 
halter waren mit Wasser gekühlt. Wenn man nur genügend 
gutes Vakuum erreichte, so konnte der Strom bis 15 M.-A. 
aufgetrieben werden. Sobald aber der Druck etwas stieg (z. B. 
durch von den Elektroden freigegebenes Gas), wurde das Glas- 
rohr so geheizt, daß man den Strom brechen mußte. Es konnte 
auch eintreffen, daß einzelne Elektronenbündel auf den Glas- 
rand fielen und ihn gefährlich heizten. Als das Rohr zer- 
brach, wurde es durch eine neue ersetzt, dessen Gestalt aus 
Fig. 1 hervorgeht. Dieses Rohr wurde indessen bald dadurch 
zerbrochen, daß ein Elektronenbiindel den Rand zu hoch 
heizte, was auf einen Übelstand der Wehneltkathode hinwies. 


Versuche mit Wolframspirale als Glühelektrode wurden 
dann gemacht. Die Spirale wurde nach einer von M, Sieg- 
bahn aufgefundenen Methode aus 0,2 mm dickem Wolfram- 
draht hergestellt, und ein wassergekühlter Kathodenhalter be- 


1) M. Siegbahn u. W. Stenström, Physik. Zeitschr. 18. p. 547. 
1917. 


= i 

d a 

j 

d 

| 

| 

q 

> 


350 W. Stenström. 


nutzt, dessen Konstruktion auch von ihm herrührt. Mit Hilfe 
dieser Anordnungen, die sich sehr geeignet erwies, habe ich 
mehrere Platten aufgenommen. Als Folge der Gasentwicklung 
von Anodensubstanz und Rohrwand und der Wärmestrahlung 
von Glühkathode wurde das Glasrohr aber auch jetzt kräftig 
geheizt. Um die Erwärmung zu vermindern wurde das Rohr 
mit einem Tuche umwickelt, welches mittels Tropfflasche be- 


Messingröhre für Wasser- 
kühlung eingerichtet 


Rohr mit Wehneitkathode 


Wehneltkathode 


Schiiff 


zur Molekularpumpe 


Fig. 1. 


feuchtet wurde. Es gelang mir so, ziemlich kräftigen Strom 
stundenlang beizubehalten. Doch war es wünschenswert ein 
weniger zerbrechliches Rohr herzustellen, darum wurde ein 
Metallrohr konstruiert. Dieses erwies sich anfänglich beson- 
ders schwer zu evakuieren und funktionierte daher nicht gut. 
Hoffentlich wird dieser Ubelstand bald überwunden werden. 
Mit Hilfe dieser habe ich nur noch einige Platten aufgenommen. 
Ein Nachteil der Wolframspirale war, daß es, wenn Luft in 
das Rohr eindrang, bald verbrannte und auch während des 
Betriebes ziemlich schnell verzehrt wurde. 


Seniiff Schuff 
| — 
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Der Spektrograph war mit der Kapselpumpe direkt ver- 
bunden, und ein ziemlich niedriger Luftdruck konnte somit 
darin gehalten werden. Um genügend hohes Vakuum im Rohre 
zu erreichen, erwies es sich aber notwendig den Spalt mit einer 
Membran zu dichten. Dazu wurde Goldschlägerhaut gewählt. 
Über sie war dünnes rotes Seidenpapier befestigt um die pho- 
tographisch wirksamen Lichtstrahlen auszuschalten. Weichere 
Strahlen als die von der Wellenlänge 10 Ä. werden indessen 
auch von dieser dünnen Schicht kräftig absorbiert. Wenn ich 
nur das Seidenpapier anwenden wollte, gelang es mir nicht 
das nötige Vakuum zu erreichen. In „Seifenblasen“ gibt C. V. 
Boys eine Methode an, sehr dünne Membranen herzustellen. 
Man löst Celluloid in Amylacetat auf und gießt ein paar Tropfen 
dieser Lösung von einigen Zentimeter Höhe auf einen staub- 
freien Wasserspiegel. Auf diese Weise gelang es mir sehr 
dünne, in Spektralfarben glänzende Membranen zu erhalten. 
Sie wurden an den Spalt angebracht und erwiesen sich für die 
weiche Strahlung mehr durchdringlich als die Goldschlägerhaut. 
Sie sind aber sehr zerbrechlich und enthalten oft Poren, welche 
sie unbrauchbar machen. — Eine Verminderung der Spalt- 
breite von 0,13 bis 0,08 mm übte keinen Einfluß auf das er- 
reichbare Vakuum aus. 


4. Einjustierung und Messung. 

Der Kristall muß sehr genau eingestellt werden, wenn 
man gute Resultate erreichen will. Die Vertikaleinstellung war 
in folgender Weise ausgeführt. Das eine Ende einer langen 
dünnen Glasscheibe wurde an der Kristallfläche festgeklemmt. 
Am anderen Ende spiegelte sich die Skala eines Ablesungs- 
fernrohres, und der Kristall wurde so einjustiert, daß derselbe 
Teilstrich im Fernrohr erschien, wenn der Kristall um 180° 
gedreht wurde. — Um die Kristallfliche in Drehungsachse 
einstellen zu können, benutzte ich ein Mikroskop, das vertikal 
über den Kristall gestellt und auf die obere Flächenkante ein- 
gerichtet wurde. Der Kristall wurde dann verschoben bis die 
Lage der Kante sich nicht veränderte, wenn man ihn um 180° 
drelite. Da der Abstand der Skalenstriche ungefähr 0,1 mm 
entsprach, so konnte diese Einjustierung mit einer Genauigkeit 
von 0,01 mm ausgeführt werden. 
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Abstand Drehungsachse— Platte wurde sorgfältig ausge- 

messen. Auf dem Kristalltisch wurde ein Klotz befestigt, der 

mit einigen Stahlspitzen versehen war. Eine Platte wurde in 

horizontaler Lage gegen die Spitzen und gegen die in der 

Kasette angebrachte Platte gedrückt. Bei Drehung des Kristall- 

tisches ritzten die Spitzen Zirkellinien in die Gelatinehaut. Die 

Ausmessung wurde dann mit einer Teilmaschine ausgeführt und 

der Abstand bis auf 0,01 mm bestimmt. 

Eine verschiebbare Stahlspitze in der einen Kante der 

Kasette diente dazu eine Referenzlinie zu ritzen. Ihre Lage 

wurde durch Aufnahmen der 

«- und #-Linien von Kupfer 

(K-Reihe) und Silber (Z-Reihe) 

bestimmt, deren Wellenlän- 

gen früher mit einer Genauig- 

i keit von 0,1 Proz. bestimmt 

x worden sind. Die Abstände 

Referenzlinie — Spektrallinien 

wurden mit einer Millimeter- 

skalaausgemessen. DieGrößen 

der Fehlerquellen machten es 

unnötig einen Komparator zu 
benutzen. 

Wenn die Bezeichnungen 
der Fig. 2 benutzt werden, 
läßt sich der streifende Winkel g folgendermaßen berechnen. 
a, I, m und a sind ausgemessen. 

a = 27° 30,8’; 55° 11,6’; 82° 50,8’; 110° 35,7’. 
l, m und a siehe die Tabellen 4—19. 


d=m-—a;tgd= 4; 


2 wird dann aus der Beziehung nA = 2d sin erhalten, 
wo 4 die Wellenlänge, d die Gitterkonstante des Kristalls be- 
deutet, und n die Ordnungsnummer des Spektrums angibt. 


5. Geometrische Verhältnisse und Fehlerquellen. 


Wie Fig. 3 angibt, gehen die Strahlen von Spalte 8 aus 
und treffen dann die Ebene RA des um O drehbaren Kri- 
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‘stalls. Hier werden sie reflektiert, wenn die Bedingung n- 
=2d sin erfüllt ist. 

Wenn SO=OL und g, = g, ist, so werden SO und 
8Q beide nach Z retlektiert. Diese fokussierende Wirkung 
des Kristalls ist zuerst von W. H. und W. L. Bragg’) an- 
gegeben. — In den von mir benutzten Spektrograpben konnte 
die Kasette längs der Peripherie in dreizehn verschiedenen 
Lagen eingestellt werden. Der Abstand Spalt—Kristall (1) war 
12,4 cm, und die Kasette wurde so einjustiert, daß die Platte 


Fig. 3. 


etwa ebenso weit vom Kristalle kam. Eine Spektrallinie konnte 
somit höchstens 12,4 tg 14° = 3,1 cm (3 . + = etwa 14°) yi 
vom Lote Kristallplatte fallen. Der gréBte erzielbare Abstand i) 
zwischen Q und Z war also 12,8 cm. Die fehlerhafte Fokus- i 
sierung konnte darum eine maximale Verbreiterung der Linie von 
4 low 
m’ 
fallenden Strahlenbiindel bedeutet, Durch Ausmessung des 

1) W. H. u. W. L. Bragg, Proc. Roy. Soc. A. 88. p. 428. 1913. 

Annalen der Physik. IV, Folge. 57. 23 


verursachen, wenn w den Offnungswinkel des ein- 
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Schwärzungsgebietes der Platte, wenn Kristall und Kasette 
sich in Nullagen befinden, ist 7- » bestimmt worden. Sie be- 
trug etwa 1 cm, was einer maximalen Verbreiterung von 0,2 mm 
entspricht. Damit dies zutreffen kann, muß der Kristall über 
einen Öffnungswinkel von 5° reflektierend wirken. Der Mittel- 


punkt der Linie wird also bis = mm verschoben, wenn der 


Kristall so eingestellt ist, daß nur der äußerste Teil der 
Strahlenbündel reflektiert wird. Ist nur 1° von den zentralen 


Strahlen wirksam, wird der maximale Fehler bis = mm nie- 


dergedrückt. Es geht also hervor, daß man nur dann Linien 
in den Kantenteilen der Platte exakt messen kann, wenn sie 
von zentralen oder um O symmetrischen Strahlen gebildet 
sind. Weiter findet man, daß die Länge der Kristallfläche 
klein sein muß, wenn man scharfe Linien in der Plattenkante 
erhalten soll. Die Einwirkung von Unebenheiten im Kristalle 
werden durch die Drehung ausgeglichen. Zwar werden die 
Linien dabei etwas diffuser, ihre Intensität wird aber richtiger 
verteilt. Um die angemessene Länge des Kristalles auszuwerten, 
scheint es mir geeignet vom Zusammenhang mit Öffnungs- 


. . @ . 
winkel » auszugehen. Es gilt sin 1-7 oder 
annähernd }/-» = 2r-sinp. Zum Beispiel: 
@ fo-lem| 29 = z | 
5° | 0,55 |2rem = | 0,55 | os | 111 14] 21 | 42 
2° 02 |2rem=| 0,2 08 | 0,4 | 05 | 08 | 15 


Die von mir benutzten Kristalle waren mehr als 2 cm 
lang, so daß » zirka 5° für das ganze untersuchte Gebiet 


(2% = = bis +) betrug. Sie wurden wihrend der Exponie- 


rungen so gedreht, daß die Linien von um O symmetrischen 


Strahlen gebildet worden waren. Die Linienverschiebung kann 
daher 0,1 mm nicht erreichen. 


Wie fehlerhafte Orientierung des Kristalles und Uneben- 
heiten der Fläche auf die Linien einwirken, ist von E. Wagner’) 


1) E. Wagner, Ann. d. Phys. 49. p. 625. 1916. 
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klar gemacht. H. Seemann!) hat die Einwirkung der Kristall- 
krümmung in Horizontalebene berechnet und sie auf Verschie- 
bungen der Kristallfläche gegen Drehungsachse zurückgeführt. 
Er hat auch bewiesen, daß die Abweichungen der Randstrahlen 
vernachlässigt werden können. 


Wird die Kristallflache 9 mm von der Drehungsachse ein- 
gestellt, so ergibt sich eine Linienverschiebung von ö = 29 - 
cos p mm. Wie schon angegeben ist, kann die Oberkante der 
Fläche mit einer Genauigkeit von 0,01 mm einjustiert werden. 
Zufolge Unebenheiten des Kristalles muß man doch mit be- 
deutend größerer Fehlerorien- 
tierung rechnen. Während 
von 60 bis 0° variiert, wächst J 
von o bis 2 o und erreicht wahr- 
scheinlich einen Maximalwert 
von 0,1 mm. Daß er nicht größer 
war, wurde durch Aufnahmen 
von Linien in mehreren Ord- 
nungen kontrolliert. 

E. Wagner?) weist ferner 
daraufhin, daß die Eindringung 
der Strahlen in den Kristall eine 
unsymmetrische Intensitätsver- 
teilung hervorruft. Entsprechend 
seiner Konstruktion bei unend- Fig. 4. 
lich schmalem Spalt muß ein 
endlich breiter Spalt (5 mm) etwa die Intensitätsverteilung der 
Fig. 4 bewirken. Da ich bis auf die Mitte der Linien gemessen 
habe, müssen sie also ein kleines Stück nach kürzeren Wellen 
hin verschoben werden. Wenn 2a die maximäle Weglänge im 
Kristalle bedeutet, und ö das Abklingungsgebiet in mm an- 
gibt, so wird die Verschiebung etwas kleiner als 6/2 mm. Um 
volle Intensität der Linien zu erhalten, muß die Spalte we- 
nigstens d mm breit gewählt werden. Die weichen Strahlen 
der M-Reihe dringen aber so wenig in den Kristall hinein, daß 
ö hier vernachlässigt werden kann. — Die eventuelle Neigung 


ntensität 


Ort auf der Platte 


1) H. Seemann, Ann. d. Phys. 51. p. 391. 1916. 
2) E. Wagner, Ann. d. Phys. 49. p. 625. 1916. 
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der reflektierenden Fläche war, stets zu klein um Einfluß auf 
die Messungsergebnisse ausüben zu können. 

Aus dieser Auswertung der Fehlerquellen geht hervor, 
daß die Unsicherheit bei der Ausmessung der Platten nicht 
0,2 mm überschreiten kann, und der Fehler in p kann daher 
bis 0,2 —0,3 Proz. geschätzt werden, wenn er von 45— 15° variiert, 


6. Untersuchungen von Platten und Kristallen. 

Da die weichen Strahlen der M-ieihe sehr leicht absor- 
biert werden, ist es wichtig empfindliche Platten zu benutzen, 
Ich habe Schleussners Röntgenspezialplatten (a), Lumiére- 
platten, violette Etikette (b), The Mawson Lanternplatte (c) 
untereinander verglichen. Eine schmale Scheibe jeder Platten- 
sorte wurde übereinander in der Kasette plaziert und so 
gleichzeitig exponiert.. Die «-Linien des Aluminiums, ebenso 
die «- und -Linien (M-Reihe) des Goldes traten auf der c- 
Platte nur schwach hervor, während sie auf den a- und b- 
Scheiben gleich kräftig erschienen. Die Lumiéreplatten wer- 
den sehr leicht von eindringendem Licht geschwärzt, und daher 
dürften die Schleussnerplatten am besten sein. Ich glaube 
doch gefunden zu haben, daß sehr schwache Linien schneller 
auf den Lumiéreplatten zum Vorschein kommen, und habe 
diese beiden Sorten abwechselnd benutzt. 

Die Faktoren, welche die Wahl der Kristalle bestimmen, 
sind in erster Linie der Wert der Gitterkonstante und die 
Flächengröße, dann kommt die Beschaffenheit der Fläche und 
das Reflexionsvermögen. Eine methodische Untersuchung über 
die Brauchbarkeit verschiedener Kristalle für Röntgenspektro- 
skopie ist noch nicht ausgeführt worden. Mit Hilfe der Bragg- 
schen Analysiefingsmethode wäre dies wohl am besten ge- 
macht. Die mittels ihrer schon unternommenen Kristallana- 
lysen geben auch einige Aufklärungen und haben die respek- 
tiven Gitterkonstanten ausgewertet. Die Kristallauswahl war 
doch nicht groß und die bestimmten Gitterkonstanten waren 
meist zu klein um für die langen Wellen der M-Reihe be- 
nutzbar zu sein. Glimmer hatte die größte bekannte Kon- 
stante 10,1-10-%cm. Es ist aber sehr schwer ebene Flächen 
davon zu erhalten. Demnächst kam Ferrocyankalium und 
sodann Gips, welches ein Eindringen in die Wellenlänge bis 


/ 
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15 A. erlaubte. Um die Auswahl zu vergrößern und 
namentlich größere Gitterkonstanten zu finden habe ich einige 
Kristalle von kompliziertem Bau untersucht. 

Der fragliche Kristall wurde im Spektrographen einjustiert, 

und unter Verwendung der K-Strahlung des Kupfers ein ge- 
eignetes Winkelgebiet photographisch durchsucht bis die Cu- 
Linien angetroffen worden waren. Durch weitere Exponie- 
rungen wurde dann bestimmt, welchen Ordnungen sie ange- 
hörten. Da es anfangs nur galt die Größenordnung der 
Gitterkonstante zu suchen, so sind möglichst wenige Platten 
exponiert, wodurch die Genauigkeit etwas gelitten hat. Nur 
für Zucker ist die Bestimmung dadurch verbessert, daß Silber- 
linien in drei Ordnungen aufgenommen wurden. 
_ Die zuerst untersuchten Kristalle waren Quarz und Beryll, 
von denen geeignete Exemplare zur Verfügung standen. Ihre 
Gitterkonstanten wurden ziemlich klein gefunden, und ich 
mußte darum zu anderen Kristallen übergehen. Wahrschein- 
lich sind größere Gitterkonstanten bei komplizierteren Sub- 
stanzen zu finden, und ich entschloß mich dazu organische 
Kristalle zu wählen, die auch kleine Absorptionskoeffizienten 
besitzen. Es erwies sich recht schwierig verwendbare Zucker- 
kristalle zu beschaffen, und es wurde notwendig ihre Flächen 
zu schleifen, was mit großer Vorsicht auszuführen ist, damit 
man eine der ursprünglichen Fläche parallele Ebene erhält, 
Das Reflexionsvermögen erwies sich als gut. Die Linien wur- 
den sehr scharf und traten mit größter Intensität in dritter 
Ordnung auf. Noch größere Gitterkonstante als die des Zuckers 
traf ich an einem organischen Salze an, daß ich vom hiesigen 
chemischen Institute erhielt. Es war das Natriumsalz der 
Bisäthylen-thioglykolato-argentasäure, das sehr schön in dünnen 
Tafeln kristallisiert. Leider war es nur in so geringen Quan- 
titäten vorhanden, daß die Kristalle zu klein wurden um gut 
einjustiert werden zu können. Auch litt die Intensität der 
Linien darunter, und die Gitterkonstante wurde nur ziemlich 
ungenau bestimmt. 

In der folgenden Tabelle habe ich die Gitterkonstante der 
für Röntgenspektroskopie früher benutzten Kristalle nebst den 
von mir untersuchten zusammengestellt. Moseley nahm für 
Steinsalz N = 6,05 - 102, o = 2,167; M = 58,46 an, und be- 
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rechnete somit seine Gitterkonstante zu d = 2,814 - 103 cm, 
welche Größe er in seiner grundlegenden Arbeit verwendete. 
Sämtliche d der Tab, 1 außer Comptons Wert des Kalkspats 
sind (in Übereinstimmung mit dem Vorschlag von E. Wagner) 
auf diesem Moseleyschen Wert bezogen, wobei die ange- 
gebenen Wellenlängen als Zwischenstufe berechnet sind. 


Tabelle 1. 


Benutzte 


Kristall Autor Wellenlingen 


2,814 H. @. Moseley, Phil. Mag. 
26. p. 1024. 1913 
8,136 |E.Wagner, Ann.d.Phys.| Pd «,= 0,5872 
49. p. 625. 1916 a, = 0,5828 
3,028 | W.S.Gorton, Phys. Rev. 
7. p. 208. 1916 w 
3,0279 | A. H. Compton, Phys. 
Rev. 7. p. 646. 1916 
‘7,621 | E. Friman, Diss. Lund Cu(a,),= 3,078 
1916 Ag a,=4,146 
8,454 | H.G.Moseley,Phil.Mag. Pt «=1,316 
26. p. 1024. 1918 8=1,121 
M. de Broglie, Journ. de 
Phys. 4. p. 26. 1914 


W. Stenström Cu a, =1,539 


100 Ag a,=4,146 
Org. Na-Salz°). = 8,928 


1) Spaltfläche. 

2) Prismafläche. 

3) Basisfläche. 

4) Aus Zahlenwerten in „X- Rays and Crystal Structure“ (1916) von 
the Braggs berechnet sich d = 4,32 - 10”? cm. 

5) AgNaC,H,0,8,Na,C,H,0,S, +10H,O. — Comptons Werte für 
Gips ist aus der Formel 
d= + (58) ” berechnet, wo M = 100,09; o = 2,7116 (18° C.); 
N = 6,062 - 10%; 8 = 101954’; p(P) = 1,0960 gesetzt sind. 

(a,), bedeutet die zweite Ordnung der «,-Linie. 


Die von W. H. Bragg und L. Vegard untersuchten Kri- 
stalle haben zu kleine d-Werte um für die M-Reihe benutzt 


5 100%) | 
CaCO, .....| 100% 
CaSO, ... . .| 010 
K,Fe(CN), . .| 100%) 
001°) 
Quarz‘)... .|1010%)| 4,23 
Beryll .....(0001%)| 4,61 1,891 
» +++. .{1010%)| 8,06 
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zu werden. Es scheint mir doch, daß einige von ihnen gute 
Dienste leisten könnten bei Bestimmungen kurzer Wellen- 
längen, z. B. das Silberkristall mit d,,, = 2,030 - 107° cm»), 
dessen großer Absorptionskoeffizient ein tiefes Eindringen der 
Strahlung verhindert. 

Für die Ausforschung der M-Reihe habe ich bisher einen 
Gipskristall benutzt. Nur die Thorplatten sind um bessere 
Auflösung zu erhalten mittels Steinsalzes aufgenommen. 


Tabelle 2, 


Element | Material 


Anbringungsmethode 


2 | Oxya, Pulver An geritzter Anode angerieben 


| An verzinnter Anode geschmolzen 


| Metallblech Angelötet 


Metallstäbchen In Kupferzange geklemmt 
Säure Angerieben 

Metallscheibe Angelötet 

KTaF, Angerieben 


Sulfate, die Hr. Dr. 


Freiherr Auer von 
Welsbach zur Ver- An geritzter Anode angerieben 


fiigung gestellt hat 


7. Die Aufnahmen. 


Einige der untersuchten Elemente wurden in reiner Form 
verbraucht, andere als Salze oder Legierungen. Um das Ma- 
terial auf die Anode anzubringen, benutzte ich früher von 
Siegbahn?), Malmer°) und Friman‘) angegebene Methoden. 
In Tab. 2 sind die Materialien und ihre Anbringungsmethode 
zusammengestellt. 


1) L. Vegard, Phil. Mag. 31. p. 83. 1916. 

2) M. Siegbahn, Jahrb. d. Radioakt. 13. 1916. „Bericht“. 
8) I. Malmer, Dissert. Lund 1915. 

4) E. Friman, Dissert. Lund 1916. 
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Während der Exponierung wurde der Kristall (wenigstens 
über einen halben Grad) gedreht. Dies geschah anfangs kon- 


Wismut 


Thallium 


Fig. 5, Photometerkurven. 


tinuierlich mittels Uhrwerks, Dreharms und Exzenterscheibe. 
Später schrittweise um je 5—15°. Die Exponierungszeiten 


variierten von 10 Min. bis zu 1'/, Stunde pro Linie, während 
der Strom etwa 15 M.A. betrug. 
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8. Photometrierung. 
Die Linien der M-Reihe erwiesen sich ziemlich diffus mit 
unsymmetrisch verteilter Schwirzung. Um ihren Bau näher 


Iridium 


Osmium 


Wolfram 


Tantal 


Casseopeium 


Fig. 5, Photometerkurven. 


studieren zu können habe ich die meisten Platten photo- 
metriert. Die benutzte Methode ist vorher von M. Sieg- 
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bahn!) und I. Malmer?) verwendet und beschrieben worden. — 
Wenn die Platte eine wohlmarkierte, genau bekannte Spektral. 


Aldebaranium me 


Erbium 


Be 


Holmium 


Dysprosium : | 


Fig. 5, Photometerkurven. 


linie enthielt, so wurden ein, andernfalls zwei Striche parallel 
der Linien geritzt. Mittels Komparators wurden ihre Ab- 


1) M. Siegbahn, Ann. d. Phys. 42. p. 689. 1913. u. 46. p. 299. 
1915. 


2) L. Malmer, Dissert. Lund 1915. 
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stände von der Referenzlinie bis auf 0,01 mm bestimmt. Der 
Reduktionsfaktor jeder Platte wurde durch Ausmessung der 
entsprechenden Länge der Photometerkurve ermittelt. Um den 
Einfluß zufälliger Lichtschwankungen eliminieren zu können, 
wurden zwei Kurven der Platte auf demselben Papier auf- 
genommen. (Vgl. Fig. 5.) 


9. Beschreibung der M-Reihe und ihrer Linien. 

In der ersten Mitteilung über die M-Reihe hat M. Sieg- 
bahn!) verschiedene Linien dahin geführt und die Bezeich- 
nungen &, f, 7;, 7, O4; I, & benutzt. Er gibt indessen an, 
daß seine Untersuchung „lediglich zur Orientierung der Lage 
der neuen Reihe“ dienen soll und hält nur die «- und ?- 
Linien als sichergestellt. Jetzt kann ich feststellen, daß noch 
eine dritte Linie der M-Reihe gehört. Ich will sie y nennen. 
Tab. 3 zeigt, welche Linien der Siegbahnschen Tabellen mit 


Tabelle 3. 


Linie nach | Linie nach 
a | Platt 
Verfasser | M.Siegbahn | gr Verfasser |M.Siegbahn 


U Pb Pb « 


3,480| Ph |, Yı (BiB) 
3,363 | 
3,324 | 
8,073 | 
2,941 | 


4,189 
3,941 
8,812 
8,678 


5,117 
4,908 | 
4,726 | 
6, | 4.561 | 
| 4,532 | 
4,456 || | 


r 


«, @ und y bezeichnet werden mögen. Die übrigen Linien 
rühren wahrscheinlich von Verunreinigungen her. 
Bisher habe ich keine anderen Linien als «, 8, y gefunden, 


1) M. Siegbahn, |. c. 
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die mit Sicherheit der M-Reihe zugezählt werden können. Was 
die gegenseitigen Intensitätsverhältnisse betrifft, so gilt hier, 
wie für die X- und Z-Reihe, daß je kürzere Wellenlänge desto 
schwächere Linien (-Gruppen). Alle drei Linien sind ziemlich 
breit und diffus. Dies tritt mehr und mehr hervor je niedriger 
die Ordnungszahl der Elemente wird, so daß sie allmählich 
kaum zur Erscheinung kommen. Die y-Linie ist schon für 
Uran sehr diffus und ist nur bis Iridium verfolgt. — Mittels 
Gipses ist die Auflösung zu gering um ein klares Bild über 
die Konstitution der Linien zu ermöglichen. Thor wurde daher 
mittels Steinsalzkristali analysiert (die folgenden Elemente er- 
lauben dies nicht mehr). Es erwies sich, daß wenigstens zwei 
Satelliten der «-Linie hervortraten, eine auf jeder Seite des 
Schwirzungsmaximum.') Leider werden alle Linien bei so 
großem Einfallswinkel ziemlich ausgebreitet, und diese fielen 
außerdem so weit von der Plattenmitte, daß sie schlecht fo- 
kussiert wurden. Um den Einfluß dieser Umstände auszu- 
werten habe ich Linien der K- und Z-Reihe (Cl und Ag) von 
ähnlichen Wellenlängen und derselben Einjustierung photo- 
graphiert. Auch diese Linien wurden diffus, jedoch in erheb- 
lich geringerem Maße, so daß die M-Linien sicher andersartig 
aufgebaut sind. Die «- und /-Linien der L-Reihe erscheinen 
doch so verbreitert, daß es wahr wird, daß auch sie zusammen- 
gesetzt sind. — Die Photometerkurven zeigen, daß die M- 
Linien sich unsymmetrisch mit langsam abnehmender Inten- 
sität nach kürzeren Wellen erstrecken. Wahrscheinlich sind 
sie von Liniengruppen gebildet und repräsentieren somit früher 
Band- als Linienspektra. 
Die Photometerkurven zeigen sehr unregelmäßigen Ver- 
lauf. Um an eventuellen Linien nicht vorüberzugehen habe ich 
jedes Schwärzungsmaximum ausgemessen, das in beiden Kurven 
auftritt. Darum kommen in den Tabellen Werte vor, die keine 
Deutung erhalten haben und vielleicht nicht von Linien son- 
dern anderen Unebenheiten herstammen. Für einige Elemente 
habe ich zwei Platten photometriert und dadurch solche Maxima 
eliminieren können. Auf den Platten wurden die Linien bis 


1) Schon aus dem Gipsphotogramme läßt sich dies ahnen, wie M. 
Siegbahn bereits bemerkt hat. 
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zu ihrer Mitte gemessen, auf den Kurven dagegen bis zum 
Schwärzungsmaximum. Darum wurden wenigstens für die «- 
Linien etwas größere Werte von den Kurven als direkt von 
Platten erhalten. Die Abweichungen erreichen doch nicht 
0,1 Proz. Die Aufspaltung der Hauptlinien ist in mehreren 
Kurven so weit gegangen, daß ein zweites Maximum auszu- 
messen ist, welches nach der kurzwelligen Seite hin erscheint. 
So sind für sämtliche entdeckte y-Linien y, und y, ausge- 
wertet, während noch eine Ausbauchung nach längeren Wellen 
in einigen Kurven auftritt. Eine «,-Linie ist nur für Ir, Os, 
Ta und Ad bestimmbar und an der /-Linie kann man erst 
bei Er, Ho und Dy ein zweites Maximum konstatieren. 

Wie die Tab. 20 zeigt, sind einige Elemente übergangen. 
Das Quecksilberspektrum ist nicht aufgenommen, weil Hg-Gas 
für Rohr und Molekularpumpe schädlich ist. Die anderen 
übersprungenen Elemente habe ich nicht erhalten können. 
Die Platten, welche von Terbium und Gadolinium aufgenommen 
wurden, zeigten je nur ein breites Band, das bei 35 bzw. 45 mm 
Abstand von der Referenzlinie liegt, was der Wellenlänge 9,81 
bzw. 10,27 Ä. entspricht. 

Es geht ferner aus den Tabellen hervor, daß viele Linien 
fremder Elemente sich auf den Platten zeigen. Ihr Auftreten 
läßt sich folgenderweise erklären. Chlorsalze haften meistens 
als Rückstand des benutzten Lötsalz der Anode an. Wolfram 
rührt von der Glühkathode her. Die Kiesellinien stammen 
sicherlich vom Glasrohr, Gold- und Bleilinien vom Spalt und 
Schutz. Eine Linie der Thalliumplatte (Tab. 8) habe ich als 
die früher nicht entdeckte Sni gedeutet, weil dies mit der 
Moseleyschen Beziehung Y» = a (N — 5) vereinbar ist und die 
Sn &,-Linie auf der Platte kräftig hervortritt. 

Besonderes Interesse bieten die deutlich hervortretenden 
Absorptionskanten. Auf den Uranphotogrammen (Tab. 4) setzt 
ein Absorptionsband bei A = 3,67 A ein und erstreckt sich 
nach kürzeren Wellen hin. Es muß eine Absorptionsgrenze 
des Silbers sein, welche hier markiert ist. Diese liegt also in 
der Nähe der /,-Linie, was in Übereinstimmung ist mit den 
Absorptionsgrenzmessungen anderer Elemente von de Broglie 
und Wagner. Eine zweite Absorptionsgrenze des Silbers 
scheint näher der U y-Linie zu liegen. Die zweite Uranplatte 
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weist noch eine Absorptionskante auf, welche der Wellenlänge 
2 = 3,07 A entspricht. Hier erstreckt sich die Schwärzung 
nach längeren Wellen hin, was so zu deuten ist, daß die Kante 
die Grenzfrequenz des Calciums repräsentiert, während Strahlen 
kürzerer Wellen vom Gipskristall absorbiert werden. In ent- 
sprechender Weise erklärt sich das Auftreten der Absorptions- 
kante des Schwefels (2 = 5,01 A) auf der Goldplatte (Tab. 9), 
Die Kanten sind in den Tabellen mit g bezeichnet. 


10. Messungsresultate. 


Für die Berechnungen der Wellenlängen sind die Photo- 
meterkurven benutzt. Nur Thor- und Platinplatten wurden 
direkt ausgemessen, da sie nicht photometriert sind. 

Wie schon angegeben ist, beträgt die Unsicherheit der ~ 
4-Werte 0,2 bis 0,3 Proz. und die dritte Dezimalstelle sollte 
also gestrichen werden. Bei Vergleichung von den Linien 
derselben Platte untereinander kann sie doch nützlich sein 
und wird daher auch in der zusammenfassenden Tabelle bei- 
behalten. 

Mittels der Angaben der Tabellen können die Wellen- 
längen leicht neu berechnet werden, wenn die Kupfer- und 
Silberlinien oder die Gitterkonstanten genauer bestimmt werden. 


Bezeichnungen der Tabellen. 

b und d bezeichnen die in der Platte geritzten Linien. 

a; = Abstand zwischen Referenzlinie und Spektrallinie (bzw. ge- 
ritzte Linie) /. 

p = streifender Winkel. 

1 = Wellenlänge in Ängströmeinheiten. 

= = Wellenzahl. 

m = Abstand zwischen 5 und Spektrallinie (bzw. d) auf der Photo- 
meterkurve. 

r = Abstand zwischen b und Spektrallinie auf der Platte aus m 


berechnet. 

k= = = Reduktionsfaktor. — Sämtliche Abstände sind in Milli- 
meter gemessen. 

Pür die Platten 1—20 war der Abstand Kristalldrehungs- 


achse— Platte / = 123,78 mm und Abstand Nullinie— Referenz- 
linie m = 43,80 mm. 


| 
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Die entsprechenden Werte der folgenden Platten waren 
124,27 mm und 41,00 mm. 

Wo nichts anderes bemerkt wird, ist Gipskristall benutzt 
worden. 

s bedeutet sehr schwach. 

Vr- Vr +1 

In Tab. 20 ist 4 = 

r = Ordnungsnummer der Elemente in den Tabellen. 

N = Ordnungszahl der Elemente. 


Tabelle 4. 
92 Uran. 
1. Platte 23 a, = 40,88 a, = 49,49 I: = 0,1376. 


! 
m r a | | | V»-10-* 
66,2 9,11 
40,7 559 | 45,97 | 14°54,1'| 3,919 | 0,5052 
16,5 2,27 | 42,65 8,2 123 5183 
10,2 1,40 | 41,78 | 18°55,1’| 670 
2. Platte 24 a, = 28,72 a, = 46,89 k = 0,1890 
180,7 18,17 
124,0 1724 „| 45,96 | 14°54,0° | 3,919 
100,0 13,90 | 42,62 1, 720 
94,2 13,10 | 41,82 , 674 
75,0 10,43 | 39,15 518 
71,7 9,97 | 38,69 487 
66,5 9,24 | 37,96 , 443 
57,5 7,99 | 36,71 x 369 
53,5 7,44 | 86,16 336 
50,7 7,05 | 35,77 : 312 
23,3 3,24 | 31,96 , 085 
21,5 2,99 | 31,71 070 
0,97 29,67 2,928 


Tabelle 5. 
90 Thor. 
1. Platte 25 Nicht photometriert. 


» | 


15°45,5’ | 4,189 | 0,4915 
46,8 | 14°58,7’| 8,989 5089 
y 41,8 | 18°56,5’ 672 5218 
35,8 | 12° 26,6’ 284 5518 

2. Platte 1A Gipskristall. Nicht photometriert. 
| 678 | 47° 28,9" | 4,148 


66,5 18,8 131 
65,5 0,0 | 116 
53,7 | 44°20,5'| 3,984 
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Tabelle 6. 
83 Wismut. 
Platte 27 a, = 46,94 ag = 69,23 k = 0,1384. 
Linie | m r a 
d 161,0 | 22,29 
a, 144,3 19,98 66,92 | 19938,9° | 5,125 
3, 117,3 16,25 68,19 | 18049,1°| 4,917 
Cl o,; 93,8 12,99 | 59,93 52 | 182 
8 15,5 10,45 57,39 | 17°30,s’ 587 
5 a 69,1 9,58 56,52 19,0 537 
%, 8 63,3 8,76 55,70 1,8 489 
Ci 3, 53,3 7,37 54,81 | 16° 48,8’ 409 
Tabelle 7. 
82 Blei. 
Platte 19 a, = 47,09 a, = 75,05 k = 0,1392. 
Linie m | r | a 9 | a 
200,8 27,96 
(S a, 195,4 27,21 | 74,80 | 20°41,2’| 5,384 
om 184,6 25,70 | 12,79 21,4 302 
A 156,8 21,83 | 68,92 | *19° 30,1’ 088 
Cl os 110,9 15,44 | 62,55 | 18° 4,4’| 4,729 
nN 104,2 14,51 | 61,60 | 17%51,8° 675 
Ye 98,5 13,72 | 60,81 40,7 629 
Cl 3,8 71,6 9,97 | 57,06 | 16° 49,4’ 
8 53,4 7,44 | 54,58 17,6 263 
30,2 4,21 | 51,30 | 15°80,0’ 073 
| 19,0 2,65 | 49,74 8,4 | 3,981 
Tabelle 8. 


81 Thallium. 
Platte 20 a, = 42,54 ag= 16,715 k= 0,1383. 


Linie m r | a | 
d 247,38 | 34,21 | | 
a, 2415 | 3341 | 75,9 | 21° 2,2") 5471 
(Sa) | 2281 | 81,55 | 74,09 | 20°37,9' 371 
8, 212,0 | 29,33 | 71,87 | 8,6 249 
Ys 159,4 | 22,05 | 64,59 | 18°31,0 | 4,842 
ns 157,38 | 21,76 | 64,80 | 27,5 826 
Clo, | 145,0 | 20,06 | 62,60 4,5 729 
| Cl ds | 1085 | 1432 | 56,86 | 16°46,1°| 397 
s 49,8 689 | 49,43: 15° 35° | 3,960 
3,94 | 46,48 100227 | 782 
(Sn) 22,7 814 | 45,68 10,5 133 
i Sna, 5,5 0,76 | 43,30 | 18°38,5'| 595 


' x 
/ 
| 
V »- 
| 0,4417 
4510 
4669 
4695 
| . 
0,4343 
4433 
4625 
4648 
4761 
4843 
4955 
5012 
0,4275 
| 
4365 
4544 
| 4552 
5026 
5142 
| 5146 
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Tabelle 9. 


79 Gold. 
Platte 15 a, = 61,79 a, = 83,81 k = 0,189. 


22° 38,5 


Tabelle 10. 


78 Platin. 
Platte 44 Nicht photometriert. 


| V »-10-* 


a 23° 25,1’ 0,4063 
ß 22° 31,9’ 4138 
(S a9) 8 20° 41,4’ 4329 
7 29,8 


Tabelle 11. 


77 Iridium. 
Platte 29 a, = 13,57 a, = 28,06 = 0,1384. 


m r 


104,7 14,49 
94,9 13,13 24° 18,9’ 
92,0 12,73 
86,5 11,97 

] 66,4 9,19 

Ptas 62,8 8,69 
Au a 38,0 5,26 


Annalen der Physik. IV. Folge. 57. 


nr 


= Linie | m | r | a | 1 | a |Vr-10= a 
d 157,4 | 22,02 | 
a, 152,2 21,29 | 83,08 | EEE | 5,847 | 0,4136 ; 
8, 122,2 17,10 78,89 | 21°40,2° 628 4215 N 
(S 87,8 12,27 74,06 | 20° 37,5’ 369 
83,6 11,69 13,48 29,9 837 a 
Ph as 76,0 10,62 | 72,41 15,9 279 12 
8 70,5 9,86 | 71,65 5,8. 237 4370 a 
Ys 62,0 8,67 | 10,46 | 19°50,1’ 172 4397 | 
A 58,0 8,11 | 69,90 42,6 140 4411 
(S 8) 43,8 6,18 | 67,92 16,2 030 ; 
Sg 41,0 5,74 67,53 | 11,0 008 : 
Cl 5,8 0,81 62,60 | 18° 4,129 
4 
3 
3 
= 
i 
2 
4 
5 = —— — 44 
+ % 
254 | 0,3992 
206 3999 i 
6 059 4014 N 
2 031 4068 fi 
6 5,839 ] 
24 
| 
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Tabelle 12. 


76 Osmium. 
Platte 30 a, = 11,49 as = 32,24 k = 0,1400. 


25° 16,7’ 
(a) 136,0 19,04 30,53 11,3 487 8926 
8 109,3 15,30 26,79 | 24° 20,1’ 281 3990 

97,8 13,62 25,11 | 28° 57,2’ 188 4020 
58,7 174 


Tabelle 13. 


74 Wolfram. 
a, = 22,72 ag = 43,96 k = 0,1888. 


27° 58,5’ 


Tabelle 14. 


75 Tantal. 
a, = 32,25 a, = 50,97 k = 0,1894. 


29° 28,5’ 


370 
Linie | m | r | a | | 

d 148,2 20,75 

Linie | m | r | a | 1 | 10 
d | 158,0 | 21,24 | | 

(Si a,,) | 1485 19,92 42,64 | 7,150 
: a, 124,7 17,80 40,02 22,2 007 | 0,3778 

8, 94,5 13,11 35,83 | 26°24,3’| 6,778 3841 

. 40,0 5,56 | 28,28 | 24040,5 363 3964 

s| 242 3,86 | 26,08 10,4 252 3999 

= Linie | m | r | a | 1 | ri | V »-10-* 

| d 1343 | 18,72 

K (a) | 121,3 16,91 49,16 | | 17,500 
= a, 90,8 | 12,66 | 44,91 | 28029,9' 272 | 0,3708 
(a) 86,2 12,10 44,35 22,2 243 3716 

(Si «,, 5) 13,1 10,27 42,52 | 27056,8° 143 

; 8 68,0 9,48 | 41,73 46,1 101 

ß, 60,8 8,48 | 40,73 32,0 046 3767 
4 Wa 55,7 7,76 40,01 22,1 007 

= K ys 45,0 6,27 38,52 1,5 | 6,926 

Ww 25,0 8,49 | 35,74 | 26°23,1’ 178 
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Tabelle 15. 


71 Casseopeium. 
Platte 35 a, = 40,33 a, = 56,74 i = 0,1399. 


a | 


55,94 | 31° 1,5°| 7,856 
51,52 , 625 
Ta a, 44,85 ; 269 
Sn (@,)s 43,80 A 212 
(Si a,,,) 8 42,57 146 


Tabelle 16. 


70 Aldebaranium. 
a, = 49,10 as = 64,00 k = 0,1370. 


@ 


61,94 | 320 22,7’ 
61,30 

57,46 
56,09 
51,50 


Tabelle 


68 Erbium. 
a, = 5,73 a, = 11,62 % = 0,1370. 


a 
\ 


15,88 | 85085,9° 
14,95 
14,18 
9,73 
9,21 
1,48 


Tabelle 
67 Holmium. 
a = 11,17 ag = 26,68 k = 0,1891. 


x 


117,8 16,41 | 
0,8568 | 
3621 
3709 
3722 
3741 La 
Piatto i 
F Linie | m | r | — | a IV» 1074 i 
4 4 
d 108,8 | 14,90 
= a, 93,7 | 12,84 8,162 | 0,3500 1 
4 a, 89,0 12,20 130 3507 ; 
2 By 61,0 8,36 | 7,984 3550 
Cp a, 51,0 6,99 | | 862 
Cp 6, 17,5 2,40 624 
17. 
qj 
Piatto 
Linie m r \ h | V v-10~* { 
d 86,8 | 11,89 i 
s| 100 9,60 8,870 | 0,3358 u 
s 67,3 9,22 852 3361 ' 
a, 61,3 8,40 813 3368 N 
29,2 4,00 603 3409 
By 25,4 3,48 578 3414 
a s| 128 1,75 496 3481 
| Platte 40 
| Linie | m | r | a | 9 | A |Vr-10- 4 
d 82,0 15,51 
a 548 | 10,38 | 21,55 | 86°58,5'| 9,168 | 0,3808 | 
ß, 33,4 6,32 17,49 4,0 | 8,973 3338 
Bs 30,2 5,72 | 16,89 | 85°56,0'| 945 3344 1 
24* 
ij 
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Tabelle 19. 


66 Dysprosium. 
Platte 41° a, = 19,47 a, = 34,37 k = 0,1461. 


Linie m r a i V 
d 102 14,90 
RR 70 10,23 29,70 38° 49,5’ 9,556 0,3235 
Cl (a, s)s 59 8,63 28,10 8,5 414 3259 
Cl (crs, ae 46,6 6,81 26,28 2,7 393 3268 
A 41 5,99 25,46 37° 52,6’ 358 3269 
Bs 39,5 5,77 25,24 48,6 344 8271 
s 32 4,68 24,15 83,7 | 292 3281 
8 28,7 4,19 23,66 27,1 | 269 3285 
Tabelle 20. 
Zusammenstellung. 
4 in Ängströmeinheiten | V »-10-* 
Elem. | a, | | | Yı | Yo | % B, Yı 
92 U [3,919 3,721 3,487 3,4430,5052 66 (15184) 0,5855] 
90 Th |4,131/4,116|3,934 3,672) 4920) 5042 16 5218 15 
83 Bi |5,125 4,917 4,537,4,489| 4417 74) 451077 | 4695 
! 82 Pb [5,302 5,088 4,675 4,629 4343| 68 4433 68 4625 73 
81 Tl 5,471 5,249 4,826) 4275) 70 4365 15 4552 11 
79 Au 15,847 5,628 5,140) 4136, 73 4215 77 4411 82 
78 Pt (6,058 5,841 5,337 4063 71 4138 15 4329 
77 Ir 1|6,276|6,254 6,059 3992 12 4063 13 
76 Os |6,508/6,487|6,281 8920 1 3990 15 
74 W [7,007 6,778 8778| | 3841| 74 
73 Ta |7,272|7,248/7,046 3708| 79 | 3767| 73 
71 Cp |7,856 1,025 3568 68 3621 11 
70 Ad |8,162'8,180|7,934 3500| | 3550 75 
68 Er 18,813 8,603/8,578 3368 65 3409 1 
67 Ho [9,168 8,973|8,945 8303 68 3338 69 
66 Dy 19,556 9,358/9,344 3235 3269 


Es hat sich früher erwiesen, daß die Moseleysche Be- 
ziehung v = a (V— b)? (a und 5 Konstanten) für sämtliche 
Linienserien der K-, 2- und /-Reihen eine approximative Gültig- 
keit hat. Daß die «- und /-Linieg der M-Reihe ihr auch 
folgen, ist schon von M. Siegbahn gezeigt worden und geht 
nun aus den Differenzen A der Tab. 20 hervor. Durch diese 
wird endlich außerdem festgelegt, daß die zuletzt aufgedeckte 
y-Linie derselben Regel gehorcht. 

Nach den Theorien von Bohr und Sommerfeld entsteht 
die M-Strahlung, wenn Elektronen an den dritten Ring zu- 


3 
. 
= 
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rückkehren. In seiner theoretischen Behandlung der Röntgen- 
spektra zeigt Sommerfeld’), daß die «- und #-Linien der 
M-Reihe nicht mittels des Kombinationsprinzips aus den L- 
Linien abzuleiten sind. Er findet indessen, daß die Differenz 
v.— Va! ziemlich gut mit dem »-Werte einer der schwächeren 
Siegbahnschen M-Linien übereinstimmt.?) Diese Linien sind 
nun in einer y-Linie reduziert, und Tab. 21 zeigt, daß hier 


Tabelle 21. 


Elem. | Diff.» 


92 U 
90 Th 
83 Bi 
82 Pb | 214 
81 TI 207 
79 Au | 195 8 
78 Pt 187 10 


keine Übereinstimmung vorhanden zu sein scheint, da die 
Differenzen mit abnehmender Ordnungszahl systematisch 
wachsen. 

Tabelle 22. 


v.1075 
M-Reihe  Z-Reihe 
ß y-a A 


268,8 226,8 | 28,3 
254,2 209,8 | 32,3 
203,4 174,1 | 21,0 
196,5 166,2 | 22,4 
190,5 164,1 | 18,7 
177,7 152,2 | 18,8 
171,2 146,7 | 18,4 
165,0 141,9 | 17,4 
159,2 136,4 | 17,2 
147,5 126,0 | 16,7 
141,9 122,5 | 15,0 
131,2 ? 118,3 | 14,0 
126,0 108,4 | 14,1 
116,2 99,6 | 13,9 
111,5 95,2 | 13,9 
106,9 92,1 | 12,6 


- 


_ 


CO 


Ss 


1) A. Sommerfeld, Ann. d. Phys. 51. p. 125. 1916. 
2) £ und a’ entsprechen f, und «, in Siegbahns Bezeichnungen. 


5 172 
9 1 
| 
| 
69 
| 
70 q 
71 
82 
= | 
Elem. | 
92 U 255,2 i 
90 Th 242,1 
83 Bi 195,1 N 
82 Pb 188,6 
81 TI 182,8 
Be- 79 Au 171,0 
| 18 Pt 165,1 
che 11 Ir 159,3 
tig- 76 Os | 158,7 
uch 14 W 142,7 | 
173 Ta 137,5 
seht 1Cp | 1978 
iese Ad | 122.5 
68 Er 113,5 | 
67 Ho | 109,1 
69 Dy | 104,7 | 
teht 
4 
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Nach dem Kombinationsprinzip möchte es sein »,,— 
= Tab. 22 gibt die Abweichungen 4 von dieser Be- 
ziehung an. Dagegen stimmen die Differenzen », — vq der L- 
Reihe und »,— », der M-Reihe innerhalb der Versuchsfehler 
gut überein, wie es schon R. Swinne!) gefunden hat (vgl. 
Tab. 22, Kolonnen 5, 6). 


Zusammenfassung. 


#1. Es hat sich ergeben, daß die ältere Methode charak- 
teristische Röntgenstrahlen im Rohre zu erregen, für die weiche 
M-Strahlung sich nicht eignet, sondern daß man erheblich 
bessere Resultate durch Benutzen von Glühkathode und hoch- 
transformierten Wechselstrom erhält, wozu auch geeignete 
Rohre konstruiert worden sind. 


2. Um geeignete Gitterkonstanten zu finden, sind einige 
früher benutzte Kristalle untersucht und ihre Gitterkonstante 
nebst den vorher benutzten zusammengestellt. 


3. Die Fehlerquellen der Methode sind diskutiert und ihre 
Einwirkung auf die Resultate ausgewertet, wobei sich ergeben 
hat, daß die Genauigkeit etwa 0,2—0,3 Proz. beträgt. 


4. Die M-Reihe wurde unter Benutzung von Gipskristalle 
so weit wie möglich durch die Elementenreihe hinweg verfolgt 
und ist somit für die 16 Elemente von Uran bis Dysprosium, 
die zur Verfügung standen, untersucht. 


5. Es erwies sich, daß außer den früher sichergestellten 
a- und f-Linien noch eine dritte y-Linie sicher der M-Reihe 
angehört, welche auch der Moseleyschen Beziehung folgt. 

Die anderen auftauchenden Linien rührten wahrscheinlich 
von Verunreinigungen her. 


6. Jede dieser Hauptlinien ist sehr diffus und breit und 
ihre Schwärzung nimmt mit abnehmender Wellenlänge lang- 
sam ab. Sie bestehen deutlich aus mehreren Einzellinien, die 
zufolge der geringen Auflösung nicht ganz getrennt erscheinen 


und deren Lagen und Bau daher nicht näher bestimmt werden 
können. 


1) R. Swinne, Phys. Zeitschr. 17. p. 485. 1916. 
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Die oben angegebenen Wellenlängen der M-Reihe sollen 
später mit Hilfe eines verbesserten Vakuumspektrographen ge- 
nauer bestimmt werden. 


Herrn Privatdozent Dr. M. Siegbahn, der mich zu 
dieser Untersuchung angeregt hat, möchte ich für das 
ermutigende Interesse, das er meiner Arbeit gezeigt hat, 
meinen herzlichsten Dank darbringen. Schließlich sei es mir 
gestattet der Königl. Physiographischen Gesellschaft zu Lund 
für die ökonomische Unterstützung der Arbeit aufrichtig zu 
danken. 


Lund, Phys. Inst. d. Univ., 2. Juli 1918. 


(Eingegangen 11. Juli 1918.) 
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3. Zur 
sogenannten I, Planckschen Quantentheorie 
(Zur Quantentheorie des Paramagnetismus); 
von Adolf Smekal, 


Inhaltsübersicht: Einleitung. — $ 1. Die mechanische Bewegung 
des Dipolmodelles und ihre Quantelung nach den Resultaten von 
F. Reiche. — $2. Der Mittelwert einer zeitlich veränderlichen Phasen- 
funktion in der I. Planckschen Theorie. — $3. Der Zeitmittelwert 
von cos ®. — $4. Erste Formel für die Suszeptibilität. — $5. Zweite | 
Formel für die Suszeptibilität. — $ 6. Dritte Formel für die Suszeptibilität 


§ 7. Vergleich mit den Messungsergebnissen und mit der II. Planck- 
schen Theorie. 


Einleitung. 


Bekanntlich hat die sogenannte I. Plancksche Theorie, 
welche die quantentheoretisch ausgezeichneten (statischen) 
Bahnen eines vorgegebenen mechanischen Systems (Atom- 
modelles bzw. Molekülmodelles) als die einzig möglichen an- 
sieht, in der letzten Zeit eine Anzahl außerordentlich be- 
merkenswerter Ergebnisse gezeitigt. Vor allem ist hier die 
Theorie der gewöhnlichen Linienspektren zu nennen, deren 
wichtigste Voraussetzung, die strenge Gültigkeit der Bohr- 
schen Frequenzbedingung, bisher wohl kaum anders als auf 
Grund der I. Planckschen Theorie gedeutet worden ist. 
In der Tat stützt sich auch der einzige bisher bekannt ge- 
wordene Beweis der Bohrschen Frequenzbedingung von Ein- 
stein!) wesentlich auf die Voraussetzungen der I. Planck- 
schen Theorie. Aber die genannte Arbeit von Einstein 
liefert noch. viel mehr: sie gibt gleichfalls zum erstenmal eine 
Ableitung des Strahlungsgesetzes von jener Voraussetzungs- 
losigkeit bezüglich der besonderen Eigenschaften der absor- 
bierenden und emittierenden Substanz, wie sie der Allgemein- 
heit der Kirchhoffschen Sätze entspricht, und ergänzt sie 


1) A. Einstein, Physik. Zeitschr. p. 18, 121. 1917. 
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noch überdies durch den ebenso allgemein gehaltenen Beweis 
des Impulsgleichgewichtes. 

Diesen Leistungen hat die II. Plancksche Theorie in 
ihren verschiedenen Formen!) noch nichts Gleichwertiges 
entgegenzusetzen. Wenn Planck an ihr trotzdem bis auf 
weiteres unbeirrt festhält, so rechtfertigt sich dies durch den 
Hinweis darauf, daß es sich bei der Emission von Spektral- 
linien keineswegs um einen stationären Gleichgewichtszustand 
zwischen Hohlraumstrahlung und Materie zu handeln scheint.?) 
Erfolgreiche Ansätze zur Ableitung des Strahlungsgesetzes 
auf Grund gewisser Stoßvoraussetzungen®) berechtigen viel- 
leicht zu der Hoffnung, auf ähnlichem Wege die Bohrsche 
Frequenzbedingung und die Einsteinsche Impulsbetrachtung 
auch im Rahmen der II. Planckschen Theorie verständlich 
zu machen. Übrigens gilt die Bohrsche Frequenzbedingung 
im Gebiete der Röntgenspektren nicht mehr exakt, wenn die 
Kosselschen Vorstellungen über die Emission von Röntgen- 
linien zutreffen, ein Umstand, der, auch für die II. Planck- 
sche Theorie zu sprechen scheint. Vor allem ist es aber 
Planck gelungen ®), das Rotationsspektrum auf Grund seiner 
zweiten Theorie zu deuten, was um so überraschender ist, 
als der bloße Anblick desselben nur eine Erklärung auf Grund 
der I. Theorie zuzulassen scheint. 

Wenn man nun das eben genannte Plancksche Argu- 
ment anerkennt, nach dem die Bohr-Sommerfeldsche 
Spektrallinientheorie aus der eigentlichen Domäne der 
II. Planckschen Theorie hinausfällt, so bleibt für den Ver- 
gleich mit der I. Planckschen Theorie nur mehr das Rota- 
tionsspektrum übrig, bei dem sich aber bisher auf Grund der 
Messungen noch keine quantitative Entscheidung ermöglichen 
ließ, falls eine solche überhaupt an einem einzigen Beispiele 
denkbar wäre.) Man wird daher, vielleicht mit größerer 


1) M. Planck, Wärmestrahlung, Leipzig 1913, und Ann. d. Phys. 
25, p. 491; 58. p. 241. 1917. 
2) M. Planck während der Wolfskehl-Woche in Göttingen, Mai 1918. 
3) M. Planck, Berl. Ber. p. 350. 1913; p. 918. 1914. 
4) M. Planck, Ann. d. Phys., ]. c. 
5) Inzwischen hat Hr. G. Hettner in einer bei Abschluß dieser 
Zeilen erschienenen Arbeit (Ann. d. Phys. 55. p. 476 u. 545. 1918) hier 


doch eine gewisse Bevorzugung der II. Planckschen Theorie angedeutet 
gefunden, 
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Aussicht auf Erfolg, versuchen, einen Vergleich der beiden 
Theorien im Gebiete der Statistik durchzuführen. Es liegt 
zwar in der Natur der beiden Theorien, daß sie für hohe Tem- 
peraturen miteinander und mit den Resultaten der gewöhn- 
lichen statistischen Mechanik übereinstimmen; wenn aber 
jene Temperatur, von der angefangen ihr Unterschied un- 
merklich wird, in oder sogar oberhalb des gewöhnlichen, gut 
bekannten Temperaturintervalles gelegen ist, so wird man 
auf das Auftreten meßbarer Divergenzen dennoch hoffen 
können. 

Wenn nun im folgenden versucht wird, einen Vergleich 
der beiden Theorien an der Suszeptibilität paramagnetischer 
Substanzen durchzuführen, so soll damit in erster Linie nur 
bezweckt werden, zu zeigen, daß derartige praktisch recht 
wesentliche Unterschiede in der Tat auftreten und daß die ' 
Ursache derselben im allgemeinen nicht in der Eigenart des 
gewählten Beispieles begründet ist. Da die Behandlung des 
Paramagnetismus nach der II. Planckschen Theorie kürz- 
lich von F. Reiche erfolgt ist), so ist hier nur mehr die 
Darstellung auf Grund der I. Theorie erforderlich und der 
Vergleich mit der Reicheschen Arbeit. Dabei zeigt sich 
nun, daß die Rechnung nach der I. Theorie sehr viel ein- 
facher verläuft als nach der II. Theorie, daß man aber eine 
Reihe von zusätzlichen Einschränkungen vornehmen muß, 
um eine der Reicheschen wenigstens qualitativ gleichwertige 
Formel für die Suszeptibilität zu erhalten, was in gewissem 
Sinne für die II. Theorie zu sprechen scheint. 

Der Vergleich mit den Messungen von Kamerlingh 
Onnes und Oosterhuis an den vier auch von Reiche zur - 
Prüfung seiner Formel herangezogenen Substanzen fällt ein- 
deutig zugunsten der II. Planckschen Theorie aus. Leider 
kann man aber diesem Resultate noch keine entscheidende 
Bedeutung beimessen. Die hier wie bei Reiche zugrunde 
gelegte Voraussetzung, daß die zu untersuchenden Substanzen 
aus einer großen Zahl linearer magnetischer Dipole mit kon- 
stantem magnetischen Momente bestehen, die in ihrem Schwer- 
punkte befestigt und, außer um ihre Längsachse, frei drehbar 
sind, kann im Hinblick auf die Gitterstruktur der Kristalle 
höchstens als grobe Annäherung an die Wirklichkeit aufgefaßt 


1) F. Reiche, Ann. d. Phys. 54. p. 401. 1918. 
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werden; auch ist sie offensichtlich nicht geeignet, den nach 
Gans!) anzunehmenden allmählichen Übergang des Para- 
magnetismus in Meta- und Diamagnetismus zu ergeben. Die 
gute Übereinstimmung der Reicheschen Resultate mit den 
Messungen zeigt andererseits, daß die bei Verwendung der 
II. Planckschen Theorie erhaltene Annäherung für die unter- 
suchten Substanzen doch eine sehr günstige ist, während dies 
nach dem Folgenden bei Verwendung der I. Planckschen 
Theorie trotz der dabei zu Hilfe genommenen Zusatzannahmen 
in erheblich geringerem Maße der Fall ist. 


$ 1. Die mechanische Bewegung des Dipolmodelles und ihre 
Quantelung nach den Resultaten von F. Reiche, 

Wir legen für das Folgende die gleichen Voraussetzungen 
zugrunde, wie sie von Reiche in seiner bereits mehrfach ge- 
nannten Arbeit angenommen worden sind: Die betrachtete 
Substanz bestehe aus einer sehr großen Anzahl gleichbeschaffener 
linearer Dipole vom magnetischen Momente m, die unter dem 
Einflusse eines homogenen Magnetfeldes 9 Bewegungen um 
ihre als ruhend gedachten Schwerpunkte ausführen. Die 
durch die Quantenansätze von Sommerfeld, Epstein und 
Schwarzschild bestimmten „statischen“ Dipolbewegungen 
sollen nach der im folgenden anzuwendenden I. Planckschen 
Theorie überhaupt die einzig möglichen sein. Nach der 
II. Theorie ist ihre Kenntnis aber ebenfalls erforderlich, weil 
sie ja dort die Grenzen der Elementargebiete der Wahrschein- 
lichkeit im Phasenraume festlegen. Wir stellen zunächst die 
daher schon von Reiche erhaltenen Resultate der Quante- 
lung der Dipolbewegungen zusammen, sowie die in Betracht 
kommenden Formeln der Integration der Bewegungsglei- 
chungen. ?) 

Wenn die z-Achse eines gewöhnlichen kartesischen Ko- 
ordinatensystems mit der Feldrichtung von § zusammen- 
fällt und die räumliche Lage des Dipols durch den Polar- 
winkel 9 und das Azimut @ festgelegt wird, so beträgt die 
Energie des Dipols 


(1) W = (8° + sin® 9p) + mG(1 — cos 9), 


1) R. Gans, Ann, d. Phys. 49, p. 149. 1916. 
2) F. Reiche, l.c. §§ 1 u. 4. 
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oder mit Hilfe der zu ® und p kanonisch konjugierten Impulse 
p, und p, ausgedrückt: 

(1a) W = + — cos 9). 

J bedeutet das Trägheitsmoment der Dipole. Da eine 
zyklische Koordinate ist, ist 


(2) Po = 


eine Konstante und die Hamilton-Jacobische Differential. 
gleichung (1a) ist in den Koordinaten 9 und durch Separa- 
tion der Variablen vollständig integrierbar. Diese Integration 
ergibt die beiden „Integrale“ der Bewegungsgleichungen 


dd 
(3) | =:-% 
und 
dt 
(4) 


worin t, und y neue willkürliche Konstanten bedeuten. Die 
vier Integrale (1a), (2), (3), (4) enthalten das Resultat der 
vollständigen Integration der Bewegungsgleichungen, insbeson- 
dere bringt (3) den Zusammenhang zwischen den Koordinaten 
und Impulsen mit der Zeit t zur Darstellung. Der in den 
Integralen in (3) und (4) auftretende Impuls p, ist nach (1a) 
und (2): 


(5) Po = \/ W — 2d mG (1 — cos — 

Die Konstante y stellt den Ausgangswert des Winkels » 
dar und kommt wegen ihrer dynamischen Bedeutungslosig- 
keit in den Quantenbedingungen überhaupt nicht vor. Die 
eine der Quantenbedingungen, 


(6) = nh, 
0 
ergibt direkt die nach der I. Planckschen Theorie allein 


zulässigen Werte für den Winkelimpuls p, (2). Die zweite 
Quantenbedingung 


(1) =n, h, 


4 
| 
2x 
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ergibt in Verbindung mit (6) die nach der I. Planckschen 
Theorie allein zulässigen Werte der- Energie (la) in erster 
» Näherung: 


j 2 
(8) ap. 


Während die Quantenzahl n, nach Reiche nur positiv- 
ganzzahlig sein kann oder Null, 

9) =0, 

kann n, auch eine negative ganze Zahl darstellen. Die Nähe- 


rung, welcher der Energieausdruck (8) entspricht, setzt voraus, 
daß 


(10) 


ist und daß in den Formeln alle Glieder von höherer als der 
ersten Ordnung in 


(11) Jm$=a 

fortgelassen werden können. Infolge dieser Näherung ver- 
liert die Formel (8) für n, =0, n, = 0 ihre Gültigkeit. Eine 
nähere Untersuchung zeigt aber, daß 

(12) = 0 


N,=0 
ist, woraus aus (1), (2) und (6) folgt, daß 
(13) cos = 1 
beträgt. 


§2. Der Mittelwert einer zeitlich veränderlichen Phasenfunktion 
in der I Planckschen Theorie. 
Die Berechnung der Suszeptibilität x setzt die Kenntnis 


des mittleren magnetischen Momentes (pro Grammolekül) M 
aller Dipole in der Richtung des äußeren Feldes § voraus: 


mM 
(14) 


Der Beitrag eines Dipoles zum gesamten magnetischen Mo- 
mente beträgt nach dem Vorangehenden 


(15) m cos 


i 
eine 
1 
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Offenbar kann es sich aber bei (15) nur um den momentanen 
Beitrag des Dipoles handeln, da ja ® wegen (3) während der 
Bewegung des Dipoles veränderlich ist und zwischen zwei 
festen Grenzen, die den von § unabhängigen Verzweigungs. 
stellen der Wurzel p, (5) entsprechen, schwankt. [Der Inte. 
grationsweg im vollständigen Quantenintegrale (7) umläuft 
diese beiden Verzweigungsstellen in positivem Sinne.] Es 
handelt sich also im folgenden um die Bestimmung des Mittel. 
wertes einer zeitlich veränderlichen Phasenfunktion in der 
I. Planckschen Theorie, nämlich von cos ®. 

Denkt man sich die Bewegungsgleichungen eines ,,quantel- 
baren‘ (bedingt periodischen) Systems mit Hilfe der Hamilton- 
Jacobischen Differentialgleichung vollständig integriert, so 
erhält man bekanntlich jene zwei Reihen von Integralen, die 
Jacobi als „Hamiltonsche Form“ der Integrale bezeichnet, 
Wenn wir, wie üblich, die rechten Seiten dieser Integrale mit 


(16) Gy, ».. Ay, By, Bo, By 


benennen, wo f die Anzahl der Freiheitsgrade bedeutet, so 
sind diese Größen bis auf 


By =t+ to 


willkürliche Konstanten, darunter a, die Energiekonstante, 
Eine beliebige Phasenfunktion u des Systems, d. h. eine be 
liebige Funktion seiner Koordinaten und Impulse, ist dann 
offenbar eine Funktion dieser willkürlichen Konstanten und 
der die Zeit enthaltenden Größe ß, 


u=u(a,... ay, Ba... By, t +t) - 


Bei den sogenannten eindeutigen Systemen, auf die wir 
uns hier der Einfachheit halber beschränken können, legen 
nun die Epstein-Schwarzschildschen Quantenbedingun- 
gen!) die willkirlichen Konstanten a,...a, als Funktionen 
der Quantenzahlen n,,n,,...n, und gewisser Systemkon- 
stanten fest; die Konstanten ß,... 6, bleiben aber noch will- 
kürlich. 

Wenn wir nun den durch eine bestimmte Kombination 
ganzzahliger Werte von n,, n,, ... ny charakterisierten Quanten- 


1) P. Epstein, Ann. d. Phys. 50. p. 489. 1916; K. Schwarz- 
schild, Berl. Ber. p. 548. 1916. 
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zustand herausgreifen und uns die in ihm gerade befindlichen 
Systeme getrennt von den übrigen beobachtet denken, so 
werden wir für die Funktion u lauter verschiedene Werte 
finden, je nachdem zu welchem Zeitmomente die Beobach- 
tung stattfand und je nachdem, welche Werte ß,...p, das 
speziell gewählte System gerade besaß. Der makroskopisch 
beobachtbare Mittelwert u, der sich ergeben würde, wenn der 
hervorgehobene Quantenzustand zugleich der einzig vor- 
handene wäre, müßte daher ein nfaches Mittel, von t= — oo 
bis t= + oo und über alle zuverlässigen Werte von ß,...ß; 
sein. Dieses Mittel ist, wie Burgers, gestützt auf die Perio- 
dizitätseigenschaften der bedingt periodischen Systeme gezeigt 
hat!), mit dem gewöhnlichen Zeitmittel identisch. Bedeutet 
nämlich 2 die ,,Periodenzelle des bedingt periodischen 
Systems, so ist der Zeitmittelwert von u 


2 


Der Zeitmittelwert ist also von den willkürlichen Werten von 
ß,... By unabhängig und ist daher — im Wege der Quanten- 
bedingungen — durch die Quantenzahlen völlig eindeutig 
bestimmbar. 

Nun ist die Verteilungsfunktion nach der I. Planck- 
sehen Theorie 

kT 

(18) Pry, Nay 


my, Nay Ny 


> kT 


ny 


WO my die zu den Quantenzahlen ge- 
hörige Energie und pry,, ng, ... ny eine vorgegebene Gewichts- 
funktion darstellt. Denkt man sich in den Zeitmittelwert (17) 
an Stelle der a die Quantenzahlen eingeführt, so ist der ge- 
suchte Mittelwert von u über die nach der I. Planckschen 
Theorie allein zulässigen ,,gequantelten“ Systemzustände 


1) J. M. Burgers, Versl. Amsterdam 25. Nov. 1916. p. 849; Ann. 
d. Phys, 52, p. 193. 1917. 
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oder 


(19) i= 


2M 
2 
® 
La} 


>.Pn, ... 


k und T bedeuten hier wie in (18) die Boltzmannsche 
Konstante und die absolute Temperatur, wie gewöhnlich, 
Die Wahl der Gewichtsfunktion Pm...n, steht im allgemeinen 
frei!); man hat sie bisher stets gleich Eins gesetzt, woran 
auch im folgenden festgehalten werden soll. 

Die der Formel (19) entsprechende Gleichung der II, 
Planckschen Theorie enthält zwei Mittelwerte: an Stelle 
VON &n,...n, und fn,...m, treten nämlich die Mittelwerte von 
e und u über das entsprechende Elementargebiet im Phasen- 
raume. Die notwendigen Rechnungen sind demgemäß bei 
der II. Planckschen Theorie im allgemeinen verwickelter 
und weitläufiger als bei der I. Theorie. 


§ 3. Der Zeitmittelwert von cos %. 

Die Anwendung der Formel (19) zur Berechnung von 
bzw. M (14) erfordert also zunächst die Bestimmung. des Zeit- 
mittelwertes von cos ® — eine Aufgabe, die vorerst von der 
Quantentheorie ganz unabhängig ist. Sie wird hier noch 
dadurch besonders erleichtert, daß die Dipolbewegung quasi- 
periodisch ist und die Änderung von cos # von der Koordinate p 
gänzlich unbeeinflußt bleibt. Wenn also P die Periode der 
Schwankung von ® zwischen den den beiden von § unab- 
hängigen Verzweigungsstellen der Wurzel p, entsprechenden 
Grenzwerten bedeutet, so ist der gesuchte Zeitmittelwert, 
der nach dem Vorangehenden bloß eine Funktion der beiden 
Konstanten W und £ sein kann, 


P 
S cos 
cos Fy, =~ 


> 


fat 
0 


1) Vgl. hierzu aber A. Smekal, Physik. Zeitschr. 19. p. 137. 1918. 
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Führt man hierin nun mit Hilfe von 
Ps = J u 


§ als Integrationsveränderliche ein, so ergibt sich [vgl. auch (3)] 


(20) 


Genau dasselbe Resultat, nur nach einer in diesem Falle um- 
ständlicheren Rechnung, hätte sich ergeben, wenn wir die 
allgemeinere Burgerssche Formel (17) zugrunde gelegt hätten. 


Zur Berechnung von (20) setzen wir 


Da wir ebenso wie Reiche nach Potenzen von a (11) ent- 
wickeln und nur die Glieder 1. Ordnung beibehalten wollen, 
brauchen wir das Nennerintegral B überhaupt nur für a = 0 
zu berechnen, da sich herausstellen wird [und wegen (14) 


! auch herausstellen muß], daß A kein Glied nullter Ordnung 
- enthält. Setzt man 

r cose 

h so wird 

A 

adx — 2*)da 

V2JW( — 2*) — te 
n x 

VY 2JW (1 — — 


Nach dem Vorgange von Sommerfeld?) berechnen wir diese 
Integrale mittels des Residuensatzes. Mit Hilfe der Abkürzung 
(21) | 


gewinnt man die Form 


1) A. Sommerfeld, Physik. Zeitschr. 17. p. 491. 1916. 
Annalen der Physik. 1V. Folge. 57. 25 
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ede 1 ada 
V2JWi-2)-6 


- - ddr 
- k 


2; da 
q V2JWJV®!-= 


Die Verzweigungsstellen der Wurzeln, die der Integrations- 
weg in der komplexen Ebene in positivem Sinne umläuft, 
sind also 2 = + o; wir nehmen diesen aber so, daß er auch 
die entsprechenden Verzweigungsstellen der unverkürzten (nicht 
nach Potenzen von a entwickelten) Wurzel p, umgibt. De 
formiert man jetzt diesen Integrationsweg zu einem negativen 
Umlauf um die singulären Stellen der Integranden, so kommen 
da bei obigen Integralen nur die Pole bei z = oo in Betracht, 
an denen die Wurzel positiv imaginäre Werte besitzt.!) Für 
A, ist das Residuum an der Stelle x = oo gleich Null, daher ist 


(88) A,=0. 
Das Residuum des Integranden von A, findet man, indem man 


= — 


setzt und in der Entwicklung nach Potenzen von y den 
Koeffizienten von 1/y aufsucht. Diese Entwicklung lautet 


; 3 
das Residuum ist also 
infolgedessen ergibt sich fiir A, R 


(24) 
(2JW)" 
Für den Integranden des Ausdruckes für B ergibt sich schließlich 
N. = + i 
und daher 


1) Vgl. dazu F. Reiche, l.c. § 3. 
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(25) ~ 
Mit Hilfe der Formeln (20) bis (25) ergibt sich also fir 
den gesuchten Zeitmittelwert von cos # in erster Näherung 


2 


(26) cos = 


Nach der I. Planckschen Quantentheorie können aber die 
Konstanten W und ß nur die durch die Beziehungen (6) und (8) 
festgelegten Werte besitzen. Wenn man diese Werte einsetzt, 
so ergibt sich 


3 — m + | . 
27) 008 
dies ist also der Zeitmittelwert von cos # für jeden einzelnen 
Quantenzustand. Offenbar versagt diese Formel für n, = 0, 
N,= (0, was aber nicht wundernehmen kann, da ja (27) durch 
Entwicklung nach Potenzen von a und Verzicht auf die Glieder 
höherer Ordnung gewonnen wurde. Um 


Be Ff 


c08 
™%=0 


zu finden, muß man also auf die vollständigen Formeln zurück- 
greifen. Nach (13) folgt unmittelbar | 


(28) 


dieser Wert entspricht der Energie Null (12) und ist daher 
unabhängig von der Größe des äußeren Feldes 9. 


§ 4. Erste Formel für die Suszeptibilität. 

Nach (19) ist nun nur noch die Kenntnis der Verteilungs- 
funktion w,,,, erforderlich, um aus (27) bzw. (28) das resul- 
tierende mittlere magnetische Moment und damit die Sus- 
zeptibilität zu erhalten. Nach (8), (12) und (18) ist 
(29) 


wo S die Summe 


(30) 7 > 


N, 
25* 
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darstellt und o die Abkürzung 


h? vA 

(31) 
Der Strich zwischen den beiden Summenzeichen in (30) 
soll andeuten, daß die Wertekombination n, = 0, n, = 0 bei 

der Summation nicht zu berücksichtigen ist. Letztere ist f 


sonst nach (9) über alle positiven Werte von n, und alle posi- 
tiven und negativen Werte von n, zu erstrecken, d. h. über 
die Gitterpunkte der positiven Haltebene. Während jedem 
Punkte (n,, N,) ein symmetrisch gelegener gleichwertiger 
Punkt (n,, —n,) entspricht, nehmen die Punkte (n,, 0) eine 
gewisse Sonderstellung ein. Die Ausführung der Summation 
ergibt infolgedessen 


m 
(82) S=l+e 
Das Magnetfeld kommt also auch im Ausdrucke fiir die Ver- 
teilungsfunktion vor, wenn man die I. Plancksche Theorie 
zugrunde legt. Im Gegensatze hierzu hebt es sich bei der 
I. Planckschen Theorie von selbst aus der Verteilungs- 
funktion hinweg. 

Für die Suszeptibilität ergibt sich nun nach (14), (19), 

(27) und (28): 


My 


oder 
“it — (1, + |g + fig? 
1 
°° 
| 


N bedeutet die Avogadrosche Zahl. Der Nenner von (83) 
ist die bereits berechnete Summe S (32). Die Zählersumme 


1) Diese Formeln sind von den von Reiche ursprünglich (I. e. 
§ 9, p. 422) für die Verteilungsfunktion nach der I. Planckschen Theorie 
angegebenen etwas verschieden, weil dort der Sonderstellung des Gliedes 
n,=(0, n,=0) nicht Rechnung getragen wurde. Nach einer freund- 
lichen Mitteilung von Hrn. Dr. F. Reiche sind die Formeln in der obigen 
Weise zu schreiben, wie man sich auch leicht auf Grund der im Text 
zitierten Formeln überzeugt. 
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zerfällt in zwei Teilsummen, die ebenfalls leicht zu berechnen 
sind. Zunächst ist 


— a(n, +] |)? 2 
(n, + + | n, | |) n=l n 


ferner ist wegen 


_ -on 


Setzt man dies in (33) ein, so folgt 


Ig 

m 2n+1 -ow 

Nm 


9 


l+e (Qn + 


Wie man sieht, geht das Feld in den Ausdruck für x 
ein und verschwindet auch daraus nicht, wenn man e #7 
in erster Näherung durch Eins ersetzen würde. An und für 
sich wäre dieses Verhalten durchaus zulässig, da die Sus- 
zeptibilität nach den Messungen von Honda?) für gewisse 
Substanzen mit wachsendem Felde merklich abnimmt. Be- 


trachtet man aber das magnetische Moment It =, so 
würde sich für $=0 ein von Null verschiedener Wert er- 
geben, was man wohl ablehnen muß. Dieses Restmoment 
würde gerade von jenen Dipolen herrühren, für die n, = n, = 0 
ist, die daher nach (13) sämtlich in der Richtung des Feldes 
unveränderlich verharren sollen. Dieser Umstand legt es 
nahe, anzunehmen, daß es auch Dipole geben könnte, die 
gerade die entgegengesetzte Lage besitzen und die Wir- 
kung der ersteren kompensieren. Diese Lage kann die „Quan- 
telung“ der Dipolbewegungen selbstverständlich nicht als 
Grenzfall ergeben, da sie ja überhaupt labil ist und nicht als 
Grenzfall eines dynamischen Vorganges aufgefaßt werden 
kann. Man könnte aber trotzdem versuchen, die Hypothese 
der Existenz solcher Zustände nach der I. Planckschen 


1) K. Honda, Ann. d. Phys. 32. p. 1027. 1910. 
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Theorie einzuführen und durch diese Abänderung die bisher 
unbrauchbare Formel (34) zu korrigieren.*) 
Für diesen hypothetischen Nullpunktszustand ist offenbar 
cos 
daher nach (1) die Energie 
W=2m9H. 
Nimmt man also diesen Dipolzustand zu den übrigen von 
der I. Planckschen Theorie zugelassenen Zuständen hinzu, 
so ergibt sich 


2 2n+1 
2 2, we 
(35) M= Nm 


md 
Sen +10" 


Setzt man hierin § =0, so verschwindet das Moment nun 
in der Tat, während man für T = 0, das maximale Moment Nm, 
also die Sättigung, erhält. 

Für kleine Felder § und nicht allzu tiefe Temperaturen 
kann man die e-Potenzen entwickeln und bloß Glieder I. Ord- 
nung beibehalten. Dann ergibt sich aus (35) für die Sus- 
zeptibilität 

@nt 1), -ow 
kT + 
2+ Sen 


% = 2m?N- 


Indem man noch die Größe © einführt, 
(36) 


die mit o (31) durch die Formel zusammenhängt 

= 
(37) = 5) 
erhält man die für die Senihaiie bequemere Formel 


-on® 


(88) 
man 2+ De 


1) Diesen Verbesserungsvorschlag verdankt der Verfasser 
Pecf. A. Einstein. 
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Zur Unterscheidung von den späteren Formeln wurde hier 
y mit dem Index I versehen. Die Tab. 1 enthält die nach 
dieser Formel berechneten Werte von ‘ 

4k 6 


Die in der 8. und 4. Spalte stehenden Zahlen sind die Größen 


39) fa) = 
und 
(40) Sent 12", 


die den in (38) auftretenden Ausdrücken gleich werden, wenn 
man 


(41) 
Tabelle 1. 


4k9 
g(z) | log (= 


0,4996) 0,997 
0,6818| + 0,877 
0,9449| 0,733 
1,1961] -+ 0,618 
1,3584| + 0,554 
1,5570| 0,483 
1,8069 
2,1323 
2,5772 
3,2273 
4,2795 
6,3115 
8,2857 
10,2230 
12,1340 
13,396 
15,004 
16,969 
19,616 
23,298 
28,763 
57,769 
55,62 
108,1 
519,8 
1028,0 


@ 


. 

1 
’ 

1 Au Au 

oe | log— x log — 
1,8 |- 0,252 |0,4964 9,934 — 0,003 | 0,994 Bi. 

15 |— 0,174 |0,6709 7,534 — 0,007 | 0,984 
1,2 |- 0,081 |0,9087 5,403 — 0,017 | 0,962 a 

1,0 0,000 |1,1151 4,151 — 0,030 | 0,932 a 

0,9 0,045 |1,2369 | 3,577 — 0,041 | 0,911 mee 

0,8 0,097 |1,3737 3,040 — 0,054 | 0,882 5 

0,7 0,155 |1,5283 2,540 — 0,073 | 0,846 Be. 

0,6 0,223 |1,7044 2,077 — 0,097 | 0,799 a. 

0,5 0,301 |1,9072 1,651 — 0,131 | 0,740 u. 

0,4 0,398 |2,1445 1,264 — 0,178 | 0,665 me. 

0,3 0,522 |2,4293 0,915 — 0,246 | 0,568 = 

0,2 0,699 |2,7862 0,600 — 0,355 | 0,441 Be. 

0,15 0,824 |3,0075 0,453 — 0,440 | 0,363 - j : 

0,12 0,921 |3,1614 0,367 — 0,510 | 0,309 } SS 

0,10 1,000 |3,2765 0,310 — 0,569 | 0,270 ae 

0,09 1,045 |3,338 0,282 — 0,603 | 0,249 2 

0,08 1,097 13,404 0,253 — 0,644 | 0,227 = 

0,07 1,155 |3,474 0,224 — 0,689 | 0,205 — 

0,06 1,223 |3,552 0,1956 | — 0,742 | 0,1811 Be. 

0,05 1,301 |3,634 0,1660 | — 0,807 | 0,1560 =: 

0,04 1,398 |3,726 0,1359 | — 0,888 | 0,1295 aa 

0,03 1,522 |3,830 0,1050 | — 0,994 | 0,1014 ee 

0,02 1,699 |3,955 0,0727 | — 1,148 | 0,0711 ee 

0,01 2,000 |4,116 0,0385 | — 1,419 | 0,0381 = 

0,002} 2,699 — 2,064 | 0,0086 

| 0,001) 3,000 — 2,360 | 0,0044 Er: 
0,000} {4,491 m 
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setzt. Kurve I in Fig. 1 (p. 395) stellt den Verlauf von 
4k@ 1 

graphisch dar. Zum Vergleich sind in Fig. 2 die Messungen 

: von Kamerlingh Onnes und Oosterhuis an wasserfreien 
und kristallisiertem Mangansulf t, an wasserfreiem Ferri- 

sulfat und kristallfsiertem Ferrosulfat ebenfalls bilogarithmisch, 

logx als Funktion von log T, aufgetragen. Wie man sieht, 

ist der Charakter der theoretischen Kurve ein ganz anderer, 

als ihn die Messungen erfordern würden. Gl. (38) steht also 

mit der Erfahrung in Widerspruch. 


§ 5. Zweite Formel für die Suszeptilität. 


Da somit der Versuch als mißlungen anzusehen ist, das für 
§ =0 verbleibende Restmoment durch Berücksichtigung der 
labilen Zustände mit der potentiellen Energie 2m § zu kom- 
pensieren, so bleibt nicht anderes übrig, als den Quanten- 
zustand n,=0, n,=0, der dessen Auftreten verschuldet !), 
überhaupt auszuschlieBen.?) Dann fallen die exponentiellen 
Glieder in § weg und es ergibt sich aus (34) 

n® 

(42) i JN 


X 3 
> (2% + 1)e”"" 
n=1 


Mit Riicksicht darauf, daB 
2n* J 

(428) 
der Nullpunktswert von x, ist, und mit Benutzung der Ab- 
kürzungen (39) und (40) ist 

| zu _ fe 
(48) 
wo z mit o wieder durch (41) zusammenhängt. 


1) Es sei noch darauf hingewiesen, daß die Schwierigkeit mit dem 
Auftreten des Restmomentes ähnlichen Charakters ist, wie die bei der 
1 „Entartung‘ eines eindeutigen Systems zu einem „entarteten‘‘ System 
von einer geringeren Zahl von Freiheitsgraden auftretenden Schwierig- 

keiten. 
2) Dadurch erhält das Dipolsystem also eine Nullpunktsenergie, 
wie sie in der II. Planckschen Theorie von Anfang an enthalten ist. 


( 
I 
0 
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Für sehr tiefe Temperaturen ist*o sehr groß, so daß man 
{(z) und g(x) schon. beim zweiten Gliede abbrechen kann. 
In dieser Näherung ergibt sich dann 


(44) Xu = X (1 


Fir hohe Temperaturen ist o auBerordentlich klein. Dann 
nähert sich der Zähler f(x) dem Ausdrucke 


= 4,491... 


Den Nenner g(x) hingegen kann man durch ein Integral 
approximieren: 


lim = [en + 1)e”""dn 
0 


o=0 n=1 


Mit Berücksichtigung von (37) ergibt sich also für hohe Tem- 
peraturen genähert 
( 45) 8,982 - © 


Zu” 


Für sehr hohe Temperaturen verschwindet die Wurzel Yz7® 
gegen 2T, so daß man das Curiesche Gesetz 


T= const. 


erhält. Es ist aber sehr bemerkenswert, daß die Konstante 
des Curieschen Gesetzes dann einen transzendenten Faktor 
enthält, während die gewöhnliche Ableitung des Gesetzes aus 
der statistischen Mechanik für diese Konstante 

N m? 

3k 
ergibt. Fir nicht zu extreme Temperaturen bleibt die Wurzel 
aber neben 2T noch von Einfluß und bedingt daher syste- 
matische Abweichungen vom Curieschen Gesetze. Tab. 1 
enthält in den beiden letzten Spalten die nach (43) berech- 
neten Werte von 


ma =. 
Xo Xo 


h, 
T, 
0 
er 
n- 
R 
)s 
q 

| 
er 
m 43 
| 
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Der Verlauf der ersteren Funktion mit 


1 
log (2) 
ist in Fig. 1 durch die Kurve II dargestellt. Wie man durch 
Vergleich mit Fig. 2 sieht, hat die Kurve bereits größere 
Ähnlichkeit mit der Aufeinanderfolge der den Messungen 
entsprechenden Punkte. Eine genauere Betrachtung zeigt 
aber, daB sich die Punkte durch die Kurve II nicht aus- 
gleichen lassen.!) Die bei höheren Temperaturen gemessenen 
x-Werte erfordern nämlich durchweg eine rasche Annäherung 
an das Curiesche Gesetz, was nach (45) nicht der Fall sein 
kann. Es ist darum auch Gleichung (42) für die Suszepti- 
bilität zu verwerfen. 


§ 6. Dritte Formel für die Suszeptibilität. 


Während die früher aus der ursprünglichen Suszepti- 
bilitätsformel (34) entfernten Fehlerquellen offenbar in den 
besonderen Eigenschaften des Problemes begründet waren, 
scheint dies hier bei den Abweichungen vom Curieschen 
Gesetze bei gewöhnlichen Temperaturen nicht mehr der Fall 
zu sein. Verfolgt man nämlich die Entstehung der Formel (45) 
rückwärts, so sieht man, daß die Wurzel im Nenner von (45) 
auf die früher (p. 388) erwähnte Sonderstellung jener Quanten- 
zustände zurückzuführen ist, bei denen n, = 0 ist. Eine ana- 
loge Schwierigkeit kann. bei der II. Planckschen Theorie 
niemals auftreten, da bei ihr eine solche Sonderstellung gar 
nicht in Betracht kommen kann. Es scheint hier, um zu 
einer Übereinstimmung mit der Erfahrung zu gelangen, nicht 
anders möglich zu sein, als nicht nur den Quantenzustand 
m, =0, n,=0, sondern überhaupt alle Quantenzustände, 
bei denen n, = 0 ist, zu „verbieten‘.?) 


1) Für die den Messungen am Ferrisulfat entsprechenden Punkte 
ließe sich eine solche Darstellyng noch allenfalls angeben; doch ist das 
bloß darauf zurückzuführen, daß diese Messungen von den 4 Substanzen 
das kleinste Temperaturintervall (7 = 64,0 bis 7’ = 289,8) umfassen. 

2) Damit werden also gerade jene Quantenzustände ausgeschlossen, 
die zur Zeit, wo die Ausdehnung der Quantentheorie auf Systeme von 
mehreren Freiheitsgraden noch nicht erfolgt war, einzig für eine Quanten- 
theorie des Paramagnetismus in Betracht kamen; vgl. etwa J. v. Weyssen- 
hoff, Ann. d. Phys. 5- p. 285. 1916. 


} 

| 


Zur sogenannten I. Planckschen Quantentheorie. 89 


Entschließt man sich zu dieser neuen Korrektur, so sind 
die zur Formel (84) führenden Summationen etwas abzu- 
ändern. Man findet jetzt nämlich?) 


e ~ 7% © 
—,— — 
Ny ne (nm, + | 2 


—o(mt|mi)* 1 + + 1) 
= 


Kurve I berechnet nach (38) 
” (42) 
” II ” ” (46) 
” IV ” ” (49) 


und an Stelle von S (80) tritt jetzt in den Nenner 


” me |)? _ 2 < 


Mit Hilfe dieser Formeln ergibt sich nun 


1) Die beiden Striche zwischen den Summenzeichen sollen an- . 
deuten, daß nun alle Zustände für die n, = 0 ist,, von der Summation 
auszunehmen sind. 


h 
re 
n 
2 (nm, + | m, 

n ty Me 
8 “9200 04 08 12 16 20 24 28 a ae 
n +10 
ie +08 1 
+r N is 
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00 

-02 

f — 0,4) 
l- -06 
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- m 

a, -12 
n -14 = 

;) 
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-261 (4k @ 
28 16573) 
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2 8n +1 di 
n=1 2n? 
(46) Zu=% 
= ne-on!: 
r= In 
Die Konstante y, ist wieder durch (42a) gegeben. Gl. (46) ak 
gilt unabhängig davon, ob n, sowohl positive und negative 
Werte annehmen kann, oder ob man nur positive ganze Zahlen (4 
zuläßt. 
Für tiefe Temperaturen kann man die Reihen in (46) 
Ww 


„2610 12 14 16 18 20 22 24.26 


‘ 


= 


-28+ lg 


“+ 
ox 


eo * + 


r 
E 
fie 2 
L 


Fig. 2. 
+++ Messungen an MnSO, 
xxx » MnSO, - 4H,0 
000 „ Fe,(SO,)s 
... » FeSO-7H.0 


beim zweiten Gliede abbrechen; dann ergibt sich 
(47) = 2x (1- Ze 


Der Nullpunktswert beträgt also hier 2y,. 


Für hohe Temperaturen nähert sich die Zählersumme 
dem Ausdrucke 


1 2, 1 1 
4 [ssa + > = 8,068... 


” 
-30 
-32 +, 
-3,4 
* 
8 
-38 
44 
4,6 
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die Nennersumme hingegen der Größe 


20 2 9 


Infolgedessen ergibt sich als Grenzgesetz das Curiesche Gesetz, 
aber wieder mit einer transzendenten Konstanten: 


(48) tu = 1,584“ 


Zur Berechnung von x, für beliebige Temperaturen 
wurde wieder die Substitution (41) eingeführt und gesetzt 


Sn +1 
hen 


9, (2) = Sinz" 


n=l 


Tabelle 2. 


| log — « log Zu 
a he | | % 


18 | - 0,252 | 0,3309 0,1668 | +0,298 | 1,984 — 0,208 
15 — 0,174 | 0,4473 0,2281 | +0,292 | 1,961 — 0,213 
1,2 0,081 | 0,6060 | 0,3178 | +0,280 | 1,907 — 0,227 
1,0 0,000 | 0,7438 0,4049 | +0,264 | 1,837 — 0,245 
0,9 0,045 | 0,8253 0,4622 | +0,252 | 1,786 — 0,258 
0,8 0,097 | 0,9165 0,5330 | +0,235 | 1,719 — 0,276 
0,7 0,155 | 1,0201 0,6238 | +0,214 | 1,635 — 0,301 
0,6 0,223 | 1,1381 0,7441 | +0,185 | 1,530 — 0,333 
0,5 0,301 | 1,2743 0,9118 | +0,145 | 1,398 — 0,377 
0,4 0,398 | 1,4342 1,1629 | +0,091 | 1,233 — 0,437 
0,3 0,522 | 1,6266 1,5806 | +0,012 | 1,029 — 0,525 
0,2 0,699 | 1,8691 2,4148 | — 0,111 | 0,774 — 0,662 
0,15 0,824 | 2,020 3,250 — 0,207 | 0,621 — 0,767 
0,12 0,921 | 2,127 4,084 — 0,283 | 0,521 — 0,852 
0,10 1,000 | 2,205 4,916 — 0,348 | 0,449 — 0,923 
0,09 1,045 | 2,248 5,471 — 0,386 | 0,411 — 0,964 
0,08 1,097 | 2,294 6,166 — 0,429 | 0,372 — 1,011 
0,07 1,155 | 2,344 7,062 — 0,479 | 0,332 — 1,065 
5 8,251 


re 
q 
too 
m! 

0,05 1,301 | 2,453 9,916 | - 0,607 | 0,247 — 1,201 Br 

0,04 1,398 | 2,520 |12,416 | - 0,693 | 0,203 — 1,297 i 

0,03 1,522 | 2,592 | 16,58 — 0,806 | 0,1563 — 1,416 = 

- 0,02 1,699 | 2,668 | 24,9] — 0,970 | 0,1071 — 1,587 Be 
0,01 2,000 | 2,792 | 48,5 — 1,240 | 0,0576 — 1,882 = 

0,002} 2,699 250 - 1,911 ! 0,0123 — 2,575 ; 

0,001] 3,000 500 — 2,212 | 0,0061 — 2,876 se 

= | 306 | | 
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Die berechneten Werte von fı (x) und g, (x) sind in Tab, 2 
zusammengestellt, ebenso die daraus nach der Formel 

tm _ A@ 

Xo 9: (@)’ 


sich ergebenden Werte von 


log Zu und in, 
Xo ho 
Die logarithmischen Werte sind in Fig. 1 durch Kurve II] 
graphisch dargestellt. 


§ 7. Vergleich mit den Messungsergebnissen und mit der 
Il. Planckschen Theorie. 

Da wir die im vorigen Paragraphen für die Suszeptibilität 
aufgestellte Formel (46) schon von vornherein so eingerichtet 
haben, daß für hohe Temperaturen das Curiesche Gesetz 
ohne die nach Gl. (45) auftretende Abweichung resultiert, 
so ist sie auch tatsächlich mit den Messungen von Kamer- 
lingh Onnes und Oosterhuis einigermaßen in Überein- 
stimmung zu bringen. Es wurde dazu so, wie dies bei Reiche 
angegeben ist, verfahren. Die folgende Tab. 3 enthält die 
auf diese Weise gefundenen Werte von log@ und log x,, sowie 
die daraus mit Hilfe der Zahlenwerte des Planckschen Buches 
für h, k und N berechneten Größen m und J. Zum Vergleich 
sind ferner die nach der II. Planckschen Theorie nach der 
Reicheschen Suszeptibilitätsformel ermittelten Werte von 


m und J (mit my bzw. Ja bezeichnet) in die Tabelle mit- 
aufgenommen worden. 


Tabelle 3. 


MnSO,.4H,0. FeSO,.7H,0 


— 0,766 
— 1,728 
1m 
2,27 . 10-38 
3,65 . 10-*1 
Ja 3,14 . 10-39 


Die sich ergebende Übereinstimmung ist bei weitem 
nicht so gut wie nach der Reicheschen Formel 
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| MnSO, | 
1 + 1,264 - 0,550 
lo 3756 2.133 
1,67.10 | 1,34. 10 
212.100 | 1.38. 10-58 
342.101 | 294.109 
1,40.10- | 2.23. 10- 
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49 4k6 5 15 — 1) 


n=1 


Man sieht übrigens schon aus der graphischen Darstellung 
von (49), Kurve IV in Fig. 1, daß sich die beiden Kurven 
qualitativ voneinander unterscheiden.) Kurve IV ist stärker 
gekrümmt als Kurve III und kann daher die Messungen am 


u wasserfreien MnSO, (vgl. Fig. 2) besser wiedergeben, als dies 
nach (46) möglich ist. Speziell diese Messungen müssen den 
Prüfstein für eine gute Darstellung der Suszeptibilität ab- 
geben, weil sie gerade Punkte von der stärksten Krümmung 
der bilogarithmischen Kurve enthalten, während die übrigen 
at Messungen nur Punkte des weniger stark gekrümmten Astes 
der Kurve wiedergeben. Zur Beurteilung der Güte der: Über- 
et 
ia einstimmung wurde daher speziell dieser Fall herangezogen. 
rt In Tab. 4 sind neben den Werten von Reiche die nach (46) 
2 berechneten Werte der Suszeptibilität sowie die beobachteten 
Werte derselben enthalten. Während die nach der Reiche- 
he schen Formel resultierenden Abweichungen höchstens 1,9 Proz. 
Tabelle 4. 
Wasserfreies Mangansulfat, MnSQ,. 4 
ich xe 108 x. 108 
ler T berechnet Peob: ZU] perechnet ZIV 
| n. (46) X beob. n. (49) Äbeob. 
it- 144 | 636 657,0 - 3,3 637,9 -0,3 
17,8 627 620,4 +41,1 614,9 +1,9 =< 
20,1 603 594,7 +1,4 597,8 + 0,86 
64,9 314,5 305,9 +2,7 315,1 — 0,19 
77,4 274,8 269,1 +2,1 277,5 — 0,98 
- 169,6 144,2 144,2 0,0 142,7 +1,1 
0 293,9 87,8 89,8 — 2,3 86,8 +1,1 


sind zum Vergleich in der letzten Spalte der Tab. 2 angegeben, und mit 
ihnen ist die Kurve IV konstruiert. Sie unterscheiden sich von den in 
der Reicheschen Tabelle enthaltenen Zahlen um die konstante Differenz 


log = — 0,204. 


1) Die Werte von ‘ B 

1 4k 0 

2 og m: 
8 
1 
9 
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betragen, weichen die nach (46) berechneten Werte bis um 
8,8 Proz. von den beobachteten ab. Die aus der II. Planck. 
schen Theorie stammende Formel von Reiche ist also dem 
besten nach der I. Planckschen Theorie erhaltenen Dar 
stellung unbedingt überlegen. Ein weiterer Unterschied, deg 
auch zugunsten der II. Planckschen Theorie spricht, ergibt 
sich durch Vergleich der nach beiden. Theorien resultierenden 
molekularen Trägheitsmomente. Während nach der Reiche 
schen Formel die Anlagerung von Kristallwasser das Trigg 
heitsmoment um eine Größenordnung erhöht, steigt hier sei 
Wert auf das Hundertfache (vgl. Tab. 3). Die molekulareg 
magnetischen Momente bleiben hingegen alle von derselbe 
Größenordnung wie bei Reiche, nur sind sie etwa halb s@ 
groß 


In Anbetracht der der eigentlichen I.- Planckscheg 
Theorie fremden Zusatzbedingungen, die sich als notwendig 
herausgestellt haben, um eine einigermaßen brauchbare Forme 
für die Suszeptibilität zu erhalten, und der geringen Genauigs 
keit der letzteren gegen die durchaus konsequent abgeleitei@ 
Formel der II. Theorie, kann also von einer Gleichwertigkeiie 
der beiden Theorien in dieser Frage keine Rede sein. Viek 
mehr kann man, sofern nicht entscheidende Mängel des 2m 
grunde gelegten Modelles ins Spiel kommen, eine unverkenze 
bare Bevorzugung der II. Planckschen Theorie vor der & 


für erwiesen halten. 
Berlin, Juni 1918. 


(Eingegangen 13, Juli 1918.) 


Druck von Metzger & Wittig in Leipzig. 
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